Zakoni racunskih radnji

Pavicié¢, Tamara

Master's thesis / Diplomski rad
2018

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Faculty of Education / SveuciliSte Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Fakultet za odgojne i obrazovne znanosti

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:141:786362

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-04-02

Repository / Repozitorij:

FOOZOS Repository - Repository of the Faculty of

Education

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:141:786362
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.foozos.hr
https://repozitorij.foozos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/foozos:741
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/foozos:741
https://dabar.srce.hr/islandora/object/foozos:741

SVEUCILISTE JOSIPA JURJA STROSSMAYERA U OSIJEKU

FAKULTET ZA ODGOJNE | OBRAZOVNE ZNANOSTI

Tamara Pavicic¢

ZAKONI RACUNSKIH RADNJI

DIPLOMSKI RAD

Osijek, 2018.






SVEUCILISTE JOSIPA JURJA STROSSMAYERA U OSIJEKU

FAKULTET ZA ODGOJNE | OBRAZOVNE ZNANOSTI

Integrirani preddiplomski i diplomski sveucilisni uciteljski studij

ZAKONI RACUNSKIH RADNJI

DIPLOMSKI RAD

Predmet: Elementarna matematika

Mentor: izv. prof. dr. sc. RuZica Kolar-Super
Student: Tamara Pavicic¢

Matic¢ni broj: 1946

Modul: C

Osijek

Rujan, 2018.



SAZETAK

Cilj je ovoga rada predstaviti zakone racunskih radnji s kojima se ucenici susre¢u u nizim
razredima osnovne Skole te ukazati na vaznost njihove primjene u rjesavanju matematickih
zadataka, ali i u svakodnevnim Zivotnim situacijama. To su zakon asocijativnosti i zakon
komutativnosti za zbrajanje i mnoZenje te zakon distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju.
Osim dokaza ovih zakona matematickom indukcijom, ovaj rad donosi rezultate istraZivanja na
podrucju djecjeg razumijevanja svojstava racunskih radnji te prijedlog aktivnosti za
demonstraciju i provjeru usvojenosti ovih sadrzaja kao pomo¢ uciteljima u nastavi. U ovome
je radu naglasak na vaznosti konceptualnog razumijevanju zakona racunskih radnji u primjeni

strategija brzeg i lakseg rjeSavanja matematickih problema.

Kljuéne rijeci: komutativnost, asocijativnost, distributivnost, zakoni racunskih radnji,

konceptualno znanje

ABSTRACT:

The aim of this paper is to present the laws of operations in mathematics which students
encounter in lower grades of primary school and to point out the importance of using them in
solving mathematical tasks, as well as in everyday situations. These are the associative and
commutative laws of addition and multiplication and the distributive law of multiplication over
addition. The paper offers both the mathematical induction proofs of the aforementioned laws
and the results of the experiments concerning children’s understanding of the properties of
operations. It also suggests certain activities for demonstrating and evaluating the acquisition
of these contents in order to provide help for teachers. The paper highlights the importance of
conceptual understanding of the laws for using the strategies for quicker and easier solving of

the mathematical tasks.

Key words: commutativity, associativity, distributivity, basic mathematical principles,

conceptual knowledge
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1. UvOD

Zakoni racunskih radnji olakSavaju nam rjeSavanje matematickih problema. Koristimo ih, a da
Cesto nismo ni svjesni njihove primjene. U situaciji u kojoj trebamo brzo izracunati koliko je
16 - 15 kvadratu broja 15 dodajemo 15 (225 + 15 = 240). Navedimo jo$ jedan primjer, u
svakoj od 8 prezentacijskih dvorana stolci su sloZeni u 5 redova, po 7 u svakom. Zanima nas
koliko ljudi mozemo smjestiti u tih 8 dvorana. Umjesto 8 puta 35 ra¢unamo 7 puta 40 jer nam

je tako lakse, a rezultat je isti.

U gore navedenim situacijama koristili smo neke od strategija brzeg i lakSeg dolaZzenja do
rjeSenja. Njihova se primjena dogada spontano, jer smo uvijek u potrazi za jednostavnijim i
zakonitosti koje ¢emo u ovom radu razmatrati. Dokazi nekih zakona rac¢unskih radnji prikazani

su u trecem poglavlju ovoga rada.

Brojna istrazivanja pokazuju da djeca vrlo rano razumiju neka svojstva zbrajanja. Formalnim
obrazovanjem postupno otkrivaju sve slozenije zakone koji im pomazu u daljnjem usvajanju
matematiCkih sadrzaja. Upravo su ovi zakoni temelj razvoja induktivnog misljenja, odnosno

predstavljaju prve generalizacije koje ucenici stvaraju.

Tijekom procesa usvajanja zakona racunskih radnji vrlo je vazno kod ucenika stvoriti
predodzbu ekvivalentnosti izraza sa suprotnih strana znaka jednakosti. Ti izrazi, dakle, nisu
jednaki u svojim zapisima, ve¢ su ekvivalentni (jednakovrijedni). To moZemo postici grafickim
demonstracijama tih izraza, $to pridonosi razvoju konceptualnog znanja uéenika. Konceptualno

razumijevanje preduvjet je pravilnom konstruiranju i izvodenju matematic¢kih procedura.



2. SKUP PRIRODNIH BROJEVA

Talijanski matematicar Giuseppe Peano aksiomatski je uveo skup prirodnih brojeva 1891.

godine. Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo velikim tiskanim slovom N2,

Definicija. Neprazan skup N zove se skup prirodnih brojeva, a njegovi elementi prirodni

brojevi, ako vrijede ovi aksiomi:
(P1) Postoji funkcija s: N = N koju ¢emo zvati 'biti sljedbenik’.

(P2) Postoji bar jedan element u N, oznac¢imo ga s 1, takav da je s(n) # 1 za

svaki prirodni broj n € N.
(P3) Ako je s(m) = s(n) zam,n € N, onda je m = n.
(P4) Aksiom matematicke indukcije
Ako je M € N i ako vrijedi:
(B)1eM,

(K) Ako za svaki prirodni broj n € M slijedi da je i sljedbenik
tog broja s(n) € M,

ondaje M=N.
Navedeni aksiomi poznati su pod imenom Peanovi aksiomi skupa prirodnih brojeva.

Skup prirodnih brojeva prvi je skup brojeva s kojim se ucenici upoznaju ve¢ na pocetku
formalnog obrazovanja. Medutim, djeca se s prirodnim brojevima susre¢u mnogo ranije. Crnjac
i suradnici (1994) navode da su djeci u tom periodu skup i njegova svojstva nesto sasvim
prirodno i razumljivo. Medutim, sustav aksioma omogucio je ,,aksiomatsku izgradnju algebre
prirodnih brojeva® (Crnjac i sur., 1994:1), a time i dokazivanje zakonitosti algebarskih
operacija. U ovom radu detaljnije ¢emo se baviti zbrajanjem i mnoZenjem kao operacijama u

odnosu na koje je skup prirodnih brojeva zatvoren i svojstvima tih operacija.

1 pocetno slovo lat. rije¢i naturalis- prirodan



2.1. Zbrajanje prirodnih brojeva

Zbrajanje prirodnih brojeva je funkcija +: N X N — N, koja svakom uredenom paru prirodnih

brojeva (m, n) pridruzuje prirodan broj m + n, pri ¢emu vrijedi
1)m+1=s(m),
(2) m+ s(n) = s(m +n).
Broj m + n zove se zbroj brojeva m i n.
Primjer. Nadimo zbroj brojeva 2 i 3.
Rjesenje. 2 +3 =2 + s(2)
=s(2+2) prema (2)
=s(2+s(1))
=s(s(2+ 1)) prema(
=5s(s(s(2)))  prema()
=s(s(3))
= s(4)
=5

Ispitajmo svojstva ove funkcije. Funkcija 'zbrajanje prirodnih brojeva’ nije injektivna funkcija,
npr. uredeni parovi (1,4) i (2,3) preslikavaju se u 5. Ova funkcija nije ni surjektivna jer u
njezinoj kodomeni (skupu prirodnih brojeva) postoji element u koji se ne preslikava ni jedan
uredeni par. Ne postoji uredeni par prirodnih brojeva koji se preslikava u 1, stoga slika funkcije
nije jednaka kodomeni. Budu¢i da ne vrijede svojstva injektivnosti i surjektivnosti, ova funkcija
nije bijektivna.
Za zbrajanje prirodnih brojeva vrijede sljede¢i zakoni:

e zakon asocijativnosti: (m+n)+p=m+ (n+p), vmmn,p€N,;

e zakon komutativnosti: m+n=n+m, Vm,n € N,;

e zakon kancelacije: m+p=n+p=>m=nvVmn,p€N.

U ovome su radu detaljnije objasnjena prva dva zakona jer se s njima ucenici vrlo rano susrecu

te se od njih zahtijeva da ih primjenjuju u rjeSavanju matematickih zadataka.



2.2. MnozZenje prirodnih brojeva

Mnozenje prirodnih brojeva je funkcija -:N X N — N, koja svakom uredenom paru prirodnih

brojeva (m, n) pridruzuje prirodan broj m - n, pri ¢emu vrijedi
3) m-1=m,
4 m-sm)=m-n+m.
Broj m - n zove se produkt brojeva m i n.
Primjer. Nadimo produkt brojeva 2 i 3.
Rjesenje. 2 -3 =2 -s(2)
=2-24+2 prema (4)
=2-s(1)+2
=2-1+2)+2 prema (4)
=2+2)+2 prema (3)
=2 +s(1)+2
=s2+1)+2 prema (2)
=5s(s(2)) + 2 prema (1)
=s(3)+2
=4+2
=4+ 5s(1)
=s(4+1) prema (2)
= 5(s(4)) prema (1)
= s(5)
=6

Mnozenje prirodnih brojeva nije injektivna funkcija. Primjerice, uredeni parovi (2,3) i (6,1)

preslikat ¢e se u 6 jer je 2-3 = 6 - 1. Za razliku od zbrajanja prirodnih brojeva, mnozenje



prirodnih brojeva surjektivna je funkcija, jer za svaki prirodan broj n postoji uredeni par

prirodnih brojeva ¢iji je umnozak jednak n. MnoZenje prirodnih brojeva nije bijektivna funkcija

jer svojstvo injektivnosti nije zadovoljeno.

Budu¢i da je produkt prirodnih brojeva prirodan broj, skup prirodnih brojeva zatvoren je u
odnosu na operaciju mnozenja. Za mnozenje prirodnih brojeva vrijede jo$ i ovi zakoni: zakon

asocijativnosti i zakon komutativnosti te zakon distributivnosti mnozenja prema zbrajanju:

e zakon asocijativnosti: (m-n) -p=m-(n-p),vm,n,p € N,

e zakon komutativnosti m-n=n-m,¥vm,n € N;

e zakon distributivnosti mnozenja prema zbrajanju:
m+n)-p=m-p+n-p,Vvmnp€N;

e zakon kancelacije:m-p=n-p=>m=nVm,n,p €N,



3. ZAKONI RACUNSKIH RADNJI

U drugome su poglavlju navedeni aksiomi skupa prirodnih brojeva. U ovome poglavlju dokazat

¢emo zakone racunskih radnji u skupu prirodnh brojeva.
Najprije objasnimo postupak dokazivanja matemati¢kom indukcijom:

Neka je T, tvrdnja koja ovisi o prirodnom broju n i M skup svih prirodnih brojeva

n za koje je tvrdnja T, istinita.

Ako za tvrdnju T, (koja ovisi o prirodnom broju n) vrijedi:
(i) Tvrdnja T; je istinita,
(i) Iz istinitosti tvrdnje T, proizlazi istinitost tvrdnje T,,,4 ,

onda je tvrdnja T,, istinita za svaki prirodni broj n.

Ovaj se rad bavi onim zakonima rac¢unskih radnji koji se nalaze u Planu i programu za osnovnu
Skolu, odnosno koji su uvrSteni u program nastave matematike prvih ¢etiriju razreda osnovne
skole. To su zakoni komutativnosti i asocijativnosti za zbrajanje i mnozenje te zakon
distributivnosti mnozenja prema zbrajanju. U naslovu 4.1 Zakoni racunskih radnji u NPiP-u i

NOK-u nalaze se nazivi svih nastavnih jedinica koje sadrze te zakone.

Slijede dokazi spomenutih zakona matemati¢kom indukcijom.
3.1. Zakon asocijativnosti zbrajanja

Rezultat zbrajanja pribrojnika jednak je bez obzira na nacin zdruzivanja (asocijacije)

pribrojnika. Ovo se svojstvo zove asocijativnost? zbrajanja.
Teorem 1. Za svaka tri prirodna broja m, n i p vrijedi

m+n)+p=m+ n+p).
Dokaz.

Neka su m,n € N i neka je skup M skup prirodnih brojeva p za koje vrijedi svojstvo

asocijativnosti, odnosno (m +n) + p =m+ (n+ p), (m,n € N).
(B) Zap = 1 vrijedi

(m+n)+1=s(m+n)

2 Jat. associatio- udruzenje



=m+ s(n) prema (2)
=m+n+1),
tj.1 € M.
(K) Pretpostavimo da je p € M:
m+n)+p=m+(n+p).

Pokazimo da je s(p) € M.

(m+n)+sp) =s((m+n)+p) prema (2)
=s(m+ (n+p)) prema pretpostavci
=m+s(n+p) prema (2)
=m+ (n+s(p)) prema (2)

Buduéi daje (m +n) + s(p) = m+ (n+ s(p)), slijedi da je s(p) € M.

Prema aksiomu matematicke indukcije (P4) M = N, dakle svojstvo asocijativnosti zbrajanja

vrijedi za svaka tri prirodna broja.
3.2. Zakon komutativnosti zbrajanja

U ovom dijelu dokazat ¢emo zakon komutativnosti za zbrajanje. Najprije dokazimo sljedece
leme.

Lema 1. Za svaki prirodan broj m vrijedi
1+m =s(m).
Dokaz.
Neka je M skup prirodnih brojeva m za koje vrijedi 1 + m = s(m).
(B) Zam = 1 vrijedi:
1+1=s5(1), prema@)
tj. 1 € M.
(K) Pretpostavimo da je m € M takav da vrijedi:

1+m = s(m).



Pokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja m.
1+s(m)=s(1+m) prema (2)

= s(s(m)) prema pretpostavci
Ovime smo dokazali da je s(m) € M.

Prema aksiomu matematicke indukcije slijedi M = N, odnosno da tvrdnja vrijedi za svaki

prirodan broj m.

Lema 2. Za svaka dva prirodna broja m i n vrijedi:
s(m) + n =s(m +n).
Dokaz.

Neka je m € N i M skup svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi s(m) + n = s(m + n).
(B) Zan = 1:

sm+1=m+1)+1

=m+(1+1) prema teoremu 1

=m+s(1)

=s(m+1) prema (2)
Dakle, 1 € M.

(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj n:

s(m) + n=s(m+n).

Pokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja n.

s(m) + s(n) = s(s(m) +n) prema (2)
=s(s(m+n)) prema pretpostavci
=s(m+s(n)) prema (2)

Buduc¢i da tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja n, zaklju¢ujemo da je s(n) € M.



Prema aksiomu matematicke indukcije (P4) dokazali smo da tvrdnja vrijedi za svaka dva

prirodna broja.

Komutativnost® zbrajanja ili zamjena mjesta pribrojnika svojstvo je zbrajanja koje govori da

zamjena mjesta pribrojnika ne utjece na konacan rezultat.
Teorem 2. Za svaka dva prirodna broja m i n vrijedi
m+n=n-+m.

Dokaz.
Neka je m € N i neka je M skup prirodnih brojeva n za koje je ova tvrdnja istinita.
(B) Zan = 1:
m+1=s(m)

=14+m prema lemi 1

tj.,n € M.

(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj n:
m+n=n+m.

Tada za sljedbenik broja n vrijedi:

m+s(n) =s(m+n) prema (2)
=S (TL + m) prema pretpostavci
=s(n) + m. prema lemi 2

Ovime smo dokazali da je s(n) € M.

Prema aksiomu matematicke indukcije (P4) znaci da je M = N, ¢ime smo dokazali da je
zbrajanje komutativno u skupu N, odnosno da svojstvo komutativnosti zbrajanja vrijedi za

svaka dva prirodna broja.

% lat. commutare- zamijeniti



3.3. Zakon komutativnosti mnoZenja

U ovom dijelu dokazat ¢emo zakon komutativnosti za mnozenje. Najprije dokazimo sljedece

leme.

Lema 3. Za svaki prirodan broj m vrijedi:

1-m=m.
Dokaz.
Neka je M skup prirodnih brojeva za koje vrijedi 1 -m = m.
(B) Zam = 1 vrijedi:
1-1=1.
Dakle, 1 € M.
(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj m:
1-m=m.

Pokazimo da tvrdnja vrijedi za sljedbenik broja m:

1-s(m)=1-m+1 prema (4)
=m+1 prema pretpostavci
= s(m)

Ovime smo pokazali da tvrdnja vrijedi za sljedbenik broja m, odnosno da je s(im) € M.

Prema aksiomu matematicke indukcije (P4) slijedi M = N, odnosno tvrdnja vrijedi za svaki

prirodan broj m.

Lema 4. Za svaka dva prirodna broja m i n vrijedi
s(m)'n=m-n+n.
Dokaz.
Neka je m prirodan broj i neka je M skup svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi tvrdnja.

(B) Zan =1 imamo:

10



s(m)-1=s(m)
=m+1
=m-1+1,
tj. 1 € M.
(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj n:
s(m):n=m-n+n.

Pokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja n:

s(m)-s(n) = s(m)-n+s(m) prema (4)
=(m-n+n)+sim) prema pretpostavci
=m-n+ n+s(m)) prema teoremu 1
=m-n+s(n+m) prema (2)
=m-n+s(m+n) prema teoremu 2
=s(m-n+m+n) prema (2)
=s(m-s(n)+n) prema (4)
=m-s(n) + s(n) prema (2)

Slijedi s(m) - s(n) = m-s(n) + s(n). Zaklju¢ujemo da lema 4 vrijedi za sljedbenik broja n,

Sto znaci da je s(n) € M.

Prema aksiomu matematicke indukcije (P4) slijedi M = N, tj. lema 4 vrijedi za svaka dva

prirodna broja.

Dokazimo sada zakon komutativnosti za mnoZenje.

Teorem 3. Za svaka dva prirodna broja m i n vrijedi
m-n=n-m

Dokaz.

Neka je m € N. Skupom M nazovimo skup prirodnih brojeva n za koje vrijedim - n =n - m.

(B) Zan = 1 vrijedi

11



=1-m. prema lemi 3
(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj n:
m-n=n-m.

Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja n.

m-s(n)=m-n+m prema (4)
=n-m+m prema pretpostavci
= S(Tl) m prema lemi 4

Dokazali smo da tvrdnja vrijedi za sljedbenik broja n, odnosno da je s(n) € M.
Prema aksiomu indukcije slijedi M = N, odnosno zakon komutativnosti mnozenja vrijedi za

svaka dva prirodna broja.
3.4. Zakon distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju

Zbroj mozemo pomnoziti brojem tako da svaki pribrojnik pomnoZzimo tim brojem, a dobivene

umnoske zbrojimo. Ovo je zakon distributivnosti* mnoZenja prema zbrajanju.

Teorem 4. Za svaka tri prirodna brojam, n i p vrijedi
(m+n)-p=m-p+n-p.

Dokaz.

Neka su m i n prirodni brojevi i neka je M skup svih prirodnih brojeva p za koje vrijedi
navedeno svojstvo.
(B) Zap = 1 vrijedi:
(m+n)-1=m+n
=m-1+n-1.
(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj p:
(m+n)-p=m-p+n-p.

Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja p.

4 lat. distribuere- raspodijeliti
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m+n)-sp)=m+n)-p+(m+n) prema (4)

=(m-p+n-p)+(m+n) prema pretpostavci
=m-p+(m-p+m+n) prema teoremu 1
=m-p+(m+n-p+n) prema teoremu 2

(m - p+ m) + (n-p+n)  premateoremu1

=m-s(p) +n-s(p) prema (4)

Ovime je dokazano da je s(p) € M.
Slijedi M = N, odnosno dokazali smo da distributivnost mnozenja prema zbrajanju vrijedi za

svaka tri prirodna broja.

3.5. Zakon asocijativnosti mnoZenja

Umnozak se ne mijenja ako faktore zdruzimo na razli¢ite nacine.
Teorem 5. Za svaka tri prirodna broja m, n i p vrijedi

(m-n)-p=m-(n-p).
Dokaz.

Neka su m i n bilo koja dva prirodna broja, a M skup prirodnih brojeva p za koje vrijedi ovo

svojstvo.
(B) Zap = 1 vrijedi:
(m-n)-1=m-n prema (3)
=m-(n-1). prema (3)
(K) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj p:
(m-n)-p=m-(n-p).
Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi 1 za sljedbenik broja p.
(m-n)-s(p)=(m-n)-p+m-n_ prema 9

=m:- (n . p) +m-n prema pretpostavci
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=m-(n-p+n) prema teoremu 4
=m:- (Tl ' S(p)) prema (4)
Ovime smo dokazali da tvrdnja vrijedi za s(p), §to znaci da je s(p) € M.

Prema aksiomu matematicke indukcije (P4) slijedi M = N, odnosno asocijativnost mnozenja

vrijedi za svaka tri prirodna broja.
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4. REDOSLIJED USVAJANJA SVOJSTAVA ALGEBARSKIH

OPERACIJA

Sa zakonima racunskih operacija u¢enici se susre¢u ve¢ na pocetku formalnog obrazovanja.
Durovi¢ i Burovi¢ (1987) isti¢u da je uciteljeva uloga primjerima uputiti u¢enika na uocavanje
svojstva racunske operacije te da ne trebamo ,,izricati nikakvo pravilo koje bi u€enici naucili
napamet, nego od njih zahtijevamo da uoceno svojstvo (...) znaju na primjerima obrazloziti 1
primijeniti*“ (79). Od ucenika se trazi da eksplicitno izraze termine kojima se imenuju pojedini
brojevi u jednakostima, kao §to su: pribrojnici, zbroj, faktori, umnozak. Tako se, primjerice, u
Nastavnom planu i programu za osnovnu $kolu (MZOS, 2010) pod temom Zamjena mjesta
pribrojnika navode ova obrazovna postignuca: ,,rabiti nazive pribrojnici i zbroj; primijeniti
svojstvo zamjene mijesta pribrojnika“ (239). Curi¢ i Markovac (1984) takoder naglasavaju
vaznost opreznog pristupa obradi ovih nastavnih sadrzaja, kako bi se izbjegla verbalisticka i

formalisti¢ka poopcenja i generalizacije svojstava racunskih operacija:

Pri tome se valja drzati pravila: objasnjavanje sadrzaja tih svojstava (...) provoditi
isklju¢ivo na osnovi promatranja primjera (zadataka). S obzirom na uzrast ucenika,
nije dobro traziti verbalnu reprodukciju bez oslonca u realnosti, zornim pomagalima
ili matemati¢kim zapisima. Samo na osnovi mnoStva odgovaraju¢ih primjera i uz
pomo¢ zornih demonstracija ucenik tog uzrasta moci ¢e shvatiti poopéenje tih
svojstava. Zato ponavljanje tih sadrzaja treba dobro organizirati i metodicki

pravilno izvoditi. (26)

Neka istrazivanja potvrduju da se asocijativnost i komutativnost usvajaju istovremeno, odnosno
da nema dobnih razlika u razumijevanju ovih dvaju svojstava algebarskih operacija. Lauren B.
Resnick objasnjava da se dje¢je razumijevanje asocijativnosti i komutativnosti zbrajanja ne
razlikuje, ve¢ da su oba utemeljena na razumijevanju aditivnosti (Resnick, 1992, prema Pavlin-
Bernardi¢ i sur., 2009). Resnick smatra da razumijevanje ovih svojstava proizlazi iz
razumijevanja odnosa dio-cjelina. Aditivnost tako objasnjava kao svojstvo skupova prema
kojemu se oni medusobno povezuju i tako tvore nove skupove. Bez obzira na njihov raspored
i nacin grupiranja unutar novoga skupa, uvijek se radi o istome skupu i obrnuto, sastav skupa
je isti bez obzira na raspored njegovih elemenata; (A U B) U C = AU B U C. S ovim svojstvom
ucenike mozemo upoznati ve¢ na prvim satima matematike tijekom obrade skupova. Nastavni
program uvelike se promijenio u posljednjih tridesetak godina. Tako danas ucenici ne uce

skupove eksplicitno, ve¢ se upoznavaju sa skupovima geometrijskih likova, tijela, zatim
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skupovima brojeva, skupovima tocaka u ravnini i sl. Ipak, ovdje ucitelj ima priliku pokazati
ucenicima da se skup sastoji od manjih skupova, odnosno da vise razli¢itih skupova ¢ini vec¢i

skup. Aditivnost zbrajanja mozemo, dakle, promatrati u uniji disjunktnih skupova (slika 1).

k(4] =2

k(B) =3

k(AU B) = k(A) + k(B)
=24+3=5

Slika 1. Zbrajanje prirodnih brojeva kao zbroj kardinalnih brojeva disjunktnih skupova

Usvajanjem svojstva aditivnosti u¢enicima je lako razumjeti svojstvo komutativnosti koje istice
nevaznost reda elemenata od kojih se skup sastoji, odnosno podskupova od kojih se sastoji veci
skup. Djeci je jasno vidljivo da nije vazno kojim redoslijedom navodimo elemente od kojih je
skup sastavljen, kao S$to nije bitan niti redoslijed navodenja podskupova nekog skupa
(komutativnost unije skupova: AU B U C = B U A U (). Isto vrijedi i za kardinalne brojeve tih
skupova: a + b + ¢ = b + a + c¢. Nadalje, ako unutar skupa grupiramo neke elemente, time
nismo promijenili sastav tog skupa; (AUB)UC=AUBUC =AU (BUC). Analogno
vrijedi: (a+b)+c=a+b+c=a+ (b+c). Pokazimo joS i kako su komutativnost i
asocijativnost povezana svojstva. Zelimo li, primjerice, grupirati podskupove A i C, prije
asocijativnosti primijenit ¢emo komutativnost: (AUB)UC =(BUA)UC =B U (AUC(),
odnosno (a + b) + ¢ = (b + a) + ¢ = b + (a + ¢). Godau i suradnici (2014) daju objasnjenje
ovakvog postupka: ,,Komutativnost opravdava zamjenu mjesta ili poretka operanada unutar
izraza, ali asocijativnost to ne dopusta® (2). Vrijedi i obrnuto, komutativnost samo mijenja

mjesta ili redoslijed operanada, nakon ¢ega racunamo redom, slijeva nadesno. Promotrimo

primjer.

(44+3)+6 =4+ (3+6) prema teoremu 1
=4+ (6+3) prema teoremu 2
= (4 + 6) + 3 prema teoremu 1
=10+3 =13

Da pojasnimo, zapis rjeSenja u nize navedenome obliku ukljucuje takoder oba svojstva, ali u

kra¢em zapisu.

16



(4+3)+6 =(4+6)+3
=10+3 =13

Prije svojstva asocijativnosti primijenili smo svojstvo komutativnosti.

,,lako Resnick (1992) pretpostavlja da se komutativnost i asocijativnost istovremeno razvijaju,
rezultati nekih istrazivanja pokazuju da se razumijevanje komutativnosti dogada prije nego
razumijevanje asocijativnosti (Canobi i sur., 1998, 2002, 2003, prema Pavlin-Bernardi¢ i sur.,
2009:104). Ipak, Pavlin-Bernardi¢ i suradnici (2009) potvrduju zaklju¢ke Lauren Resnick
(1992). U sklopu svoga radu Imaju li medvjedici jednak broj bombona autori su, po uzoru na
ranija istrazivanja, proucavali konceptualno razumijevanje osnovnih svojstava zbrajanja u djece
dobi od 4 do 7 godina. Dva su problema provedenog eksperimenta: istraziti postoje li dobne
razlike u razumijevanju osnovnih svojstava zbrajanja te postoje li razlike u usvajanju pojedinih
svojstava zbrajanja (aditivnosti, komutativnosti, asocijativnosti). Dvama medvjedi¢ima
bomboni su dodijeljeni po nacelima navedenih svojstava, a djeca (ispitanici) su trebala reci
imaju li medvjedi¢i jednak broj bombona. Istrazivanje potvrduje vecu uspjesnost starije djece
u razumijevanju svojstava zbrajanja u odnosu na mladu djecu, ali razlike u usvajanju pojedinih
svojstava nisu utvrdene. Nalazi istrazivanja navode na zakljucak da se razumijevanje razli¢itih
svojstava zbrajanja dogada simultano te da usvajanje jednog svojstva ne prethodi drugom,

barem §to se ti¢e konceptualnog® razumijevanja.

Vec¢ su ranije Canobi i suradnici (1998, 2002, 2003, prema Pavlin-Bernardi¢ i sur., 2009)
provodili sli¢na istrazivanja, ali s djecom nesto starijeg uzrasta (6-8 godina), pa su time i zadatci
bili slozeniji, ¢emu Pavlin-Bernardi¢ i suradnici pripisuju razli¢ite zakljucke ovih istraZivanja.
Autori zakljucuju da se ,,postojanje razlika u razumijevanju razli¢itih vrsta zbrajanja pojavljuje
tek na vi$im razinama razumijevanja svojstava zbrajanja te da je ta razlika povezana i s

racunskim, a ne samo s konceptualnim zahtjevima zadataka“ (Pavlin-Bernardi¢ i sur.,

2009:113).
4.1. Zakoni rac¢unskih radnji u NPiP-u i NOK-u

Analizom Nastavnog plana i programa za osnovnu Skolu utvrdeni su nazivi nastavnih tema u
vezi sa zakonima racunskih radnji, njihov redoslijed, klju¢ni pojmovi i obrazovna postignuca.

U formalnom obrazovanju obrada svojstva komutativnosti prethodi obradi svojstva

® Konceptualno znanje odnosi se na poznavanje kategorija, principa i generalizacija, sposobnost predo¢avanja i
razumijevanja, nasuprot proceduralnom znanju (poznavanje postupaka, metoda i algoritama).
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asocijativnosti. Ova ¢injenica ne iznenaduje, S obzirom na to da su za primjenu svojstva
asocijativnosti potrebna barem tri pribrojnika, ali i uvodenje zagrada. Svojstvo komutativnosti
zbrajanja (Zamjena mjesta pribrojnika) obraduje se ve¢ u prvome razredu osnovne $kole
tijekom zbrajanja u skupu prirodnih brojeva do 10. Osim §to omogucuje brze i lakSe rjeSavanje
zadataka (detaljnije objaSnjeno dalje u tekstu), ovo je prvi zakon koji ucenik otkriva
generalizacijom, koji ga poti¢e na induktivno misljenje te, kao takav, ima veliku ulogu u

ucenikovoj sposobnosti poop¢avanja matematickih Cinjenica.

Tablica 1. Popis nastavnih tema u vezi sa zakonima rac¢unskih radnji u nizim razredima osnovne $kole

RAZRED NASTAVNA TEMA KLJUCNI OBRAZOVNA
NAZIV REDNI BROJ POJMOVI POSTIGNUCA
pribrojnici, rabiti nazive pribrojnici i
L Zamjena mjesta 1 zbroj, zamjena zbroj; primijeniti
' pribrojnika ' mjesta svojstvo zamjene mjesta
pribrojnika pribrojnika
o ovladati postupkom
o ) ) zbrajanje,
Zbrajanje i oduzimanje o rjeSavanja zadatka uz
o ) 9. oduzimanje, )
triju i viSe brojeva uporabu zagrada i
zagrade
2. bez uporabe zagrada
mnozenje, razumijeti i primijeniti
Zamjena mjesta faktora 14, faktor, zamjena  svojstvo komutativnosti
mjesta faktora mnoZenja
ovladati postupkom
MnozZenje zbroja brojem 12. mnozenje zbroja ) ) )
3 mnozenja zbroja brojem
' o . ] o _ovladati postupkom
Dijeljenje zbroja brojem 16. dijeljenje zbroja

dijeljenja zbroja brojem

Nastavna jedinica Zbrajanje i oduzimanje triju i vise brojeva u Nastavnhom planu i programu
za osnovnu Skolu pojavljuje se tek u popisu tema za drugi razred. Ovo je nastavna tema tijekom
Cije obrade ucenici usvajaju zakon asocijativnosti za zbrajanje generalizacijom. Ucenici
primjec¢uju da rezultat zbrajanja ne ovisi o nadinu zdruzivanja pribrojnika (zagradama). U
drugome razredu uvodi se mnozenje te slijedi obrada svojstva komutativnosti mnozenja
(nastavhom jedinicom Zamjena mjesta faktora) odmah nakon usvajanja mnoZenja kao
zbrajanja jednakih pribrojnika. Dalje u radu pokazano je kako primjena ovog svojstva olakSava

ucenje tablice mnozenja, ali se, isto tako, inzistira na konceptualnom razlikovanju izraza a - b
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i b-a, unato¢ njihovoj ekvivalentnosti. Svojstvo asocijativnosti mnozenja ne obraduje se
posebnom nastavnom jedinicom, ucenici ga upoznaju analogno svojstvu asocijativnosti
zbrajanja. Distributivnost mnoZenja prema zbrajanju svojstvo je koje se obraduje u tre¢em
razredu nastavnom temom Mnozenje zbroja brojem, a prethodi Mnozenju i dijeljenju s 10 i 100
te MnozZenju dvoznamenkastog broja jednoznamenkastim. Ishod je potonje teme rastaviti
dvoznamenkasti broj ab na izraz oblika 10a + b te primijeniti svojstvo distributivnosti
mnoZenja prema zbrajanju. U tablici 1 nalazi se popis nastavnih tema s klju€nim rije¢ima i
obrazovnim postignuéima vezanih za obradu zakona racunskih radnji u nizim razredima

osnovne $kole. Podatci su preuzeti iz Nastavnog plana i programa za osnovnu skolu (2006).

U Nacionalnom okvirnom kurikulumu (2011) propisana su postignu¢a koja bi ucenik trebao
ostvariti po zavrSetku pojedinih odgojno-obrazovnih ciklusa. Za nastavu matematike ta su
postignu¢a razradena u dvjema dimenzijama. To su matemati¢ki koncepti i matematicki
procesi. Dalje u ovome radu prikazana je meduovisnost koncepata i procesa na primjeru zakona

racunskih radnji.
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5. SVOJSTVA ZBRAJANJA U SKUPU N

Rije¢ komutativnost oznacava svojstvo nekih algebarskih operacija, u naSem slucaju zbrajanja
i mnoZzenja, da se rezultat ne mijenja ako zamijenimo mjesta pribrojnicima, odnosno faktorima.
Svojstvo komutativnosti zbrajanja dio je programa matematike u prvome razredu osnovne
Skole. Medutim, istrazivanja (Baroody i Gannon, 1984; Resnick, 1992) pokazuju da ve¢ i djeca
predskolskog uzrasta razumiju ovo svojstvo zbrajanja te da mogu uspjes$no rjesavati zadatke
barem na razini konceptualnog razumijevanja komutativnosti zbrajanja, jer jo§ ne poznaju
matematicke simbole i procedure. ,, Tijekom razvoja djeca sve viSe integriraju konceptualno
znanje o matematickim nacelima i proceduralno znanje o preCacima“ (Haider i sur., 2014,
prema Godau i sur., 2014:2). 'Precace’ ucenici koriste kako bi brze i lakSe dosli do rjesenja
zadataka. Oni, naime, uvidaju moguénost primjene svojstava racunskih radnji te rjeSenje jednog
zadatka 'prenose’ na drugi. Baroody i Gannon (1984), Godau i suradnici (2014), Hansen (2015),
Pavlin-Bernardi¢ i suradnici (2009), Resnick (1992) samo su neki od autora koji spominju ovaj
nacin rjeSavanja zadataka te isticu kako 'gledanjem nazad' ucenici izbjegavaju racunanje, ali
pokazuju da razumiju svojstva rac¢unskih radnji. Medu zadatcima prepoznaju parove onih na
kojima mogu primijeniti odredena svojstva te ‘prenijeti’ rjeSenje iz jednog u drugi. Neki autori
ovo smatraju dokazom da ucenici razumiju jednakost rezultata takvih zadataka te da razumiju
zakon koji su primijenili. Baroody i Gannon (1984) za parove takvih zadataka koriste izraz
‘commuted pairs' (na primjer, 7+2 i 2+7, dalje u tekstu: 'komutativni parovi'). Problem koji su
oni postavljali pred dijete bio je odrediti je li takvim parovima pridruzena jednaka suma. Nakon
Baroodyja i Gannon brojni autori piSu o takvim parovima zadataka te u svoja istrazivanja
ukljucuju sli¢ne provjere razumijevanja komutativnosti zbrajanja. Nakon §to ucenici odrede
novog racuna koji se razlikuje samo po mjestu pribrojnika (2+7). Ucenicima je potrebno puno
manje vremena za odgovor, jer primje¢uju da je jedina razlika u odnosu na prethodni zadatak
upravo redoslijed pribrojnika, sto ionako ne utjece na rezultat te odgovaraju da je zbroj isti,
nepromijenjen, jednak. Rezultati svih navedenih istrazivanja potvrduju da djeca vrlo rano
prepoznaju da se radi o istome zbroju, neovisno o redoslijedu pribrojnika. Stovise, neka
istrazivanja pokazuju da djeca predskolske i rane Skolske dobi nisu u stanju samo prepoznati
jednakost rezultata 'komutativnih parova’, ve¢ aktivno koriste svojstva zbrajanja kao strategije
brzeg i lakSeg racunanja. ,,Djeca iznalaze sve naprednije i u¢inkovitije strategije prebrojavanja
u svrhu zbrajanja“ (Baroody i Gannon, 1984:322). Osnovna takva strategija jest prebrojavanje

koje Baroody i Gannon nazivaju CAF (counting-all first) metodom. Koriste¢i ovu strategiju,
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djeca do rezultata dolaze prebrojavanjem od prvog pribrojnika, ukljuc¢uju¢i i njega. Slijedi

slikovni prikaz takvog zbrajanja (slika 2).

2 + 4

| | | 111
12 3456

Slika 2. CAF metoda zbrajanja

Skratimo li ovu metodu na prebrojavanje od kardinalne vrijednosti prvog pribrojnika, dobit

¢emo metodu COF (counting-on first). Promotrimo slikovni prikaz ove metode.

2 + 4

2 |11
2 3456

Slika 3. COF metoda zbrajanja

Kako bi smanjila napor pri paméenju drugog pribrojnika, neka djeca pocinju brojenje od veéeg
pribrojnika. Zanemarivanjem zadanog redoslijeda pribrojnika ovi uéenici primjenjuju zakon
komutativnosti zbrajanja i time si olakSavaju posao. Postupak Baroody i Gannon nazivaju CAL

(counting-all larger) metodom, a ista je prikazana na slici 4.

2 + 4

<

L1 | |
1234 56

Slika 4. CAL metoda zbrajanja

COL (counting on larger) metodom ucenici najbrze dolaze do rjeSenja zato Sto brojenje

nastavljaju od kardinalne vrijednosti veceg pribrojnika. Promotrimo na slici 5.
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i 56

Slika 5. COL metoda zbrajanja

Vlahovi¢-Steti¢ i Vizek Vidovié (1998) za ovu metodu koriste termin 'pribrajanje manjeg'.
Autorice navode da se vecina djece do 9 godina pri zbrajanju najéesce sluzi upravo ovom
metodom te drze da ,,strategija 'pribrajanja manjeg' ovisi o shvacanju aditivne kompozicije
broja® i na¢ela komutativnosti (Vlahovié-Steti¢ i Vizek Vidovi¢, 1998:19). Ipak, ne moZzemo
sigurno tvrditi da iznalazenje CAL ili COL strategije podrazumijeva uvazavanje svojstva
komutativnosti (Groen i Resnick, 1977, Resnick i Ford, 1981; prema Baroody i Gannon, 1984).
Baroody i Gannon (1984) pretpostavljaju, a zatim rezultatima istrazivanja i potvrduju, vise
mogucnosti. Prva je od njih da djeca prirodno pretpostavljaju da vrijedi komutativnost zbrajanja
(bilo prisje¢anjem da komutativni parovi daju jednak rezultat ili potvrdivanjem to¢nosti
rezultata od strane odraslih) te pokuSavaju primijeniti CAL, odnosno COL metodu. Tocno
rjeSenje zadatka odobrava im zadrZavanje takve metode. Druga je moguénost da
generalizacijom zakljuuju da redoslijed pribrojnika ne utjee na rezultat zbrajanja te
primjenjuju naprednije metode zbrajanja jer je jednostavnije krenuti od veceg pribrojnika. Ove
dvije moguénosti daju potvrdan odgovor na postavljeni problem: usvojenost svojstva
komutativnosti nuZan je preduvjet za iznalazenje naprednijih strategija zbrajanja. Postoji i tre¢a
moguénost, prema kojoj to nije slucaj. Djeca do rezultata dolaze prebrojavanjem od veceg
pribrojnika jer im je tako lakSe, Samo zato §to uvidaju da ¢e tako rastavljati onaj manji i skratiti
proceduru prebrojavanja. Baroody i Gannon (1984) isti¢u da neka od te djece nece biti uspjesna
u rjeSavanju zadataka kojima se provjerava razumijevanje komutativnosti zbrajanja. Dijete koje
nije usvojilo ovo svojstvo doslo je do to¢nog rezultata samo zato $to u ovome slucaju
komutativnost zaista vrijedi (Sto nije morao biti slucaj, jer dijete nema argumente na temelju
kojih mijenja redoslijed pribrojnika pa je to moglo uciniti i u nekoj drugoj raCunskoj operaciji
koja nije komutativna). Takvo dijete, navode Baroody i Gannon, na jednak nacin rjesava 5 + 1

i 14 5, ali im ne predvida jednak rezultat.

6 Shvadanje aditivne kompozicije broja moZemo opisati kao shvac¢anje da se skup od 7 elemenata sastoji od 5
elemenataijos 2 (elementa).
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Otezavajuci ¢imbenik usvajanja principa komutativnosti zasigurno je i dozivljavanje zbrajanja
kao unarne operacije (Weaver, 1982; prema Baroody i Gannon, 1984), koje se dogada kod neke
djece. Naime, mlada djeca mogu interpretirati 3 + 2 kao 'tri i jo§ dva' (unarna operacija)
umjesto kao kombinaciju kardinalne vrijednosti 3 i kardinalne vrijednosti 2 (binarna operacija).
Zarazliku od problema 3 + 2, dijete ¢e problem 2 + 3 interpretirati kao 'dva i jos tri' te ova dva
zadatka dozivjeti kao psiholoski drugacije probleme. Budué¢i da ne moze predvidjeti ishode

ovih problema, ono smatra da ¢e drugaciji problemi dati drugacija rjesenja.

Resnick (1992) istrazivanjem razvoja komutativnosti opisuje op¢i model razvoja matematickog
misljenja postavljaju¢i Cetiri razine matematiCkog znanja; 1. razina: protokvantitativna
matematika, 2. razina: kvantitativna matematika, 3. razina: numeri¢ka matematika, 4. razina:
operativna matematika (prema Rovan, 2009). ,,Resnick (1992) predlaze model prema kojemu
djeca, unutar bilo kojeg matematickog podrucja, polaze od konkretnog misljenja te dodaje tri
razine sve apstraktnijeg misljenja*“ (Baroody i sur., 2003: 128). U tablici 2 navedene su razine
matematickog znanja prema Resnick 1 njihova svojstva prikazana na primjeru komutativnosti

zbrajanja.

Tablica 2. Razine razumijevanja komutativnosti zbrajanja (Resnick, 1992)

RAZINA
NALAZI
KOMUTATIVNOSTI PRIMJER
RASUDIVANJA
ZA ZBRAJANJE
konkretni plave loptice + crvene loptice =
protokvantitativna nekvantificirani crvene loptice + plave loptice
objekti dio 1+ dio2 =dio 2+ dio 1

o specifi¢ni brojevi u
kvantitativna . 3 loptice + 4 loptice = 4 loptice + 3 loptice
smislenom kontekstu

. specifi¢ni brojevi u
numeric¢ka 3+44=4+3
apstraktnom kontekstu

. op¢i aritmeticki
operativna o a+b=b+a
principi

Resnick (1992) smatra da razumijevanje komutativnosti zbrajanja proizlazi iz razumijevanja
aditivnosti, tj. odnosa dio-cjelina. Rezultatima svojih istrazivanja potvrduje da djeca vrlo rano
mogu rastaviti cjelinu na dijelove i bez poteskoca te dijelove ponovno, na razli¢ite nacine,

spajati u cjelinu. Autorica razlikuje nekoliko tipova zbrajanja te navodi primjere ‘udruzivanja
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Cetiriju jabuka i triju jabuka' te 'povecanje za pet skupa od dvadeset pikula' (prema Baroody i
sur., 2003). U prvome primjeru prepoznajemo binarnu koncepciju (dvije koli¢ine rezultiraju
trecom), dok se drugi primjer odnosi na unarnu koncepciju zbrajanja (jedna koli¢ina rezultira
drugom). Resnick obje operacije, povecanje (unarnu) i udruzivanje (binarnu), uvrStava u
protokvantitativnu razinu razumijevanja komutativnosti zbrajanja. Medutim, Baroody i
suradnici (2003) navode istrazivanja ¢iji rezultati potvrduju da se unarna koncepcija zbrajanja
razvija prije binarne. Drugim rije¢ima, djeca prvo doZivljavaju zbrajanje kao unarnu operaciju,

odnosno funkciju koja se dogada samo na prvome pribrojniku. Promotrimo sljede¢i zadatak:
Marko je imao tri pikule. Ivan mu je dao jos dvije. Koliko pikula sada ima Marko?

Navedeni matemati¢ki problem primjer je kojim mozemo opisati unarnu koncepciju zbrajanja.
Dijete postavlja ra¢un 3 + 2 te ovu operaciju dozivljava kao funkciju koja broj 3 preslikava u

broj 5. Dodajmo ovom primjeru jo$ jedan:
Marko je imao dvije pikule. Ivan mu je dao jos tri. Koliko pikula sada ima Marko?

Analogno prethodnom primjeru, dijete postavlja raun 2 + 3 i zapaza jednak rezultat ovih,
razli¢itih, problema. Baroody i suradnici (2003) navode nekompetentnost djeteta u
pretpostavljanju rjeSenja jednog ovakvog zadatka nakon neposrednog rjeSavanja drugog. Na
ovome nalazu temelje miSljenje da unarna koncepcija zbrajanja inhibira usvajanje svojstva
komutativnosti ove algebarske operacije. Misljenja su da djeca ove zadatke dozivljavaju
drugacijima 1 zato im predvidaju drugacija rjeSenja. Slika 6 shematski prikazuje proces
zbrajanja kao unarnu operaciju.” Unarna je operacija ona koja podrazumijeva jedan ulazni
element (operand) koji rezultira drugim. Dijete zbrajanje dozZivljava kao funkciju koja prvome

pribrojniku (djelovanjem drugoga) pridruzuje neki drugi broj.

7243 =5 dijete doZivljava kao funkciju f(x) = x+ 3. Racun 3 + 2 = 5 za njega je nova funkcija, stoga ju
oznac¢avamo slovom g; g(x) = x + 2. Funcija f za argument 2 poprima vrijednost 5, a istu vrijednost funkcija g
poprima za argument 3.
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+3

+2

Slika 6. Zbrajanje kao unarna operacija

Za razliku od unarne, u binarnoj operaciji dvije ulazne vrijednosti rezultiraju treCcom. Takva je

koncepcija zbrajanja djeci jasnija ako je zadatak postavljen ovako:
Marko ima dvije crvene i tri plave pikule. Koliko pikula ukupno ima Marko?

Shematski prikaz binarne koncepcije zbrajanja vidljiv je na slici.

(23) —*5

Slika 7. Zbrajanje kao binarna operacija

Baroody i suradnici (2003) ne slazu se s modelom usvajanja komutativnosti koji je postavila
Resnick, a u okviru kojega ona u protokvantitativnu razinu ukljucuje i unarnu i binarnu
koncepciju zbrajanja. Pravu komutativnost, tvrde oni, djeca razumiju tek usvajanjem zbrajanja
kao binarne operacije. Vec su ranije Baroody i Gannon (1984) postavili model razvoja usvajanja
komutativnosti temeljen na unarnoj i binarnoj koncepciji zbrajanja, a Baroody i suradnici
(2003) predlazu neke izmjene u tome modelu s obzirom na rezultate novih istrazivanja. Njihov

je prijedlog prikazan u tablici 32,

8 Detaljnije o svim razinama i podrazinama potraZiti u Baroody i sur. (2003).
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Tablica 3. Razine razumijevanja komutativnosti zbrajanja (Baroody i sur., 2003)

Razina 0 unarna koncepcija + nema razumijevanja komutativnosti

Razina 1 unarna koncepcija + nema razumijevanja komutativnosti i binarna

koncepcija + protokomutativnost

Razina 2 unarna koncepcija + protokomutativnost i binarna koncepcija + prava

komutativnost

Razina 3 unarna koncepcija + pseudokomutativnost i binarna koncepcija + prava

komutativnost

Autori koji se bave razvojem usvajanja zakona ra¢unskih radnji u srediste pozornosti stavljaju
primjenu tih zakona u svrhu dolaska do rjesenja ‘pre¢acem'. Godau i suradnici (2014) isticu da
djeca trebaju razviti vjestine potrebne za spontano prepoznavanje i primjenu strategija brzeg i
lakSeg racunanja te da nije dovoljno da znaju primijeniti ‘precac’ kada im je to eksplicitno
re¢eno. Nadalje, njihova se stru¢nost o¢ituje samostalnim odabirom izmedu rjeSavanja zadatka
standardnim na¢inom ili potrage za ‘prec¢acem’, odnosno njegove primjene. Problem s kojim se
ucitelji susrecu jest evaluacija takve ucenikove struc¢nosti. To¢no rijeSen zadatak ne implicira
nuzno i razumijevanje matematic¢kih zakona. Vrlo je vazno odabrati zadatke kojima moZemo
sa sigurnos¢u provjeriti uenikovo konceptualno znanje. Na primjer, zadatak koji glasi:
'Tzracunaj, a zatim zamijeni mjesta pribrojnicima pa ponovno izracunaj' ne provjerava nista doli
proceduralne primjene zakona komutativnosti. U ovakvome zadatku ucenik ne mora znati ni da
¢e rezultat nakon primjene svojstva ostati isti. Smatram da ovakvi zadatci nemaju vrijednost u
vjezbanju zakona racunskih radnji, ve¢ samo na satu obrade novoga gradiva, tijekom
generalizacije, odnosno poopcenja ovog zakona. Godau i suradnici (2014) za samostalnu
primjenu zakona komutativnosti predlazu nesto drugacije zadatke od onih na koje su ucenici
naviknuli. Primjerice, uvodenjem treceg pribrojnika provjeravaju hoce li oni, analogno
zadatcima s dvama pribrojnicima, primijeniti svojstvo komutativnosti ukoliko takav postupak
olakSava racunanje. Autori navode primjer 4+ 7 + 6 kao problem koji je lakSe rijeSiti
raCunanjem 4 + 6+ 7 jer je 44+ 6 = 10 (dopunjavanje do desetice) ¢emu je jednostavno
dodati 7. Ako u¢eniku postavimo zadatak 8 + 5 + 7 =? i zatim zadatak 5 + 7 + 8 =?, provjerit
¢emo prepoznaje li on mogucnost izbjegavanja izraCunavanja drugog rezultata primjenom
zakona racunskih radnji (usporedbom pribrojnika). Godau i suradnici (2014) u zadatcima s
trima pribrojnicima dovode u pitanje primjenu samo jednoga zakona; odnosno smatraju da je

uz komutativnost, moguée, primijenjeno i Svojstvo asocijativnosti (pogledati naslov 4
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Redoslijed usvajanja svojstava algebarskih operacija). Ovakvim je zadatcima, u kojima ucenici
koriste strategije dopunjavanja do deset i usporedbe pribrojnika, moguce provjeriti usvojenost
zakona rac¢unskih radnji, ali samo ako oni predstavljaju novu situaciju za uc¢enika, to jest zadatke
s kakvima se nisu ranije susreli. Upotrijebe 1i ucenici svojstva racunskih radnji
samoinicijativno, mozemo razmatrati njihovo razumijevanje matematickih zakona. Svako
daljnje uvjezbavanje jednakih tipova zadataka otvara mogucénost da ucenici primjenjuju
prethodno provjerenu strategiju, tj. onu koja je dovela do to¢noga rezultata, bez njezinog
konceptualnog razumijevanja. Poznavanje metoda i postupaka pri rjeSavanju zadataka odnosi
se na proceduralno znanje (znanje kako). Definiramo ga kao sposobnost primjene odredene
strategije u specificnom kontekstu. Konceptualno znanje (znanje zasto) odnosi se na apstraktno
razumijevanje nacela na kojima se temelje uvjeti primjene tih strategija (Hiebert i LeFevre,
prema Hansen i sur., 2015). Konkretnije, to¢na primjena i provodenje odredenog postupka pri
rjeSavanju matematickog zadatka ne podrazumijeva nuzno i konceptualno razumijevanje, U
smislu razumijevanja zasto 1 pod kojim uvjetima odredeni postupak ili strategija funkcionira. U
provjeravanju navedenih dviju vrsta znanja Dijani¢ i Debelec takoder isti¢u bitnom ¢injenicu

da su neki tipovi zadataka ucenicima od ranije poznati:

Proceduralno znanje u pravilu se provjerava zadatcima kakve su ucenici ve¢ prije
vidjeli 1 njima sli¢ne rjesavali. Konceptualno znanje se provjerava zadatcima koji
su ucenicima novi, nepoznati, dotad nevideni kako bi se doista ispitalo poznavanje

koncepata, a ne naucenih pravila ili postupaka. (2015)

Na tragu navedenoga zakljuCuju da isti zadatak kod jednoga ucenika moZe provjeriti
konceptualno, a kod drugoga proceduralno znanje. ,,Ukoliko je ucenik ve¢ rjeSavao takav ili
slicne zadatke, ne mozemo biti sigurni provjeravamo li poznatim zadatkom konceptualno

znanje (Sto nam je bila namjera), uvjezbani postupak ili bez razumijevanja naucene ¢injenice’

(Dijanié i Debelec, 2015).

Proceduralno se znanje provjerava pracenjem izvodenja zadanog postupka, navode Dijanic i
Debelec (2015), pri ¢emu je naglasak na tocnosti rjesenja i brzini rjesavanja. U hrvatskim
udzbenicima prevladavaju takvi zadatci — ,,zadatci zatvorenog tipa bez konteksta s naglaskom
na ra¢unanje i operiranje” (TrupCevi¢ i Glasnovi¢ Gracin, 2014, prema Dijani¢ i Debelec,
2015). Konceptualno su znanje Hiebert i LeFevre provjeravali usmeno ,,kako bi ispitali u kojoj
su mjeri pojmovi, ideje 1 koncepti medusobno povezani, ali brojni su autori nakon njih poceli
uvoditi neke nove specificne zadatke za provjeru konceptualnog znanja“ (Dijani¢ i Debelec,

2015). Prema Dijani¢ i Debelec (2015), Rittle-Johnson i Schneider (2013) provjeru
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konceptualnog znanja dijele na implicitnu i eksplicitnu. Zadatci kojima se provodi implicitna
provjera obuhvacaju zadatke kategorickog izbora, procjene (nepoznatih postupaka, tudeg
odgovora), prevodenje iz jednog prikaza u drugi, usporedivanje koli¢ina, pronalazenje 'precaca’.
Eksplicitna provjera odnosi se na objaSnjavanje definicija, obrazlaganje tvrdnji, izradu
konceptualnih mapa i sl. lako konceptualno razumijevanje zakona racunskih radnji mozemo
provijeriti usmeno, potrebno je uvesti vise takvih zadataka u pisanome obliku kako ucenici ne
bi razvijali samo vjestine raCunanja i primjenjivanja pravila, ve¢ kako bi samostalno odlucivali
koje pravilo primijeniti, $to, dakako, ukljucuje razumijevanje koncepata. Ponudit ¢u nekoliko
takvih zadataka koji poticu razvijanje konceptualnog razumijevanja svojstava ra¢unskih radnji.
U nastavku slijede aktivnosti koje se mogu provoditi pri obradi svojstava zbrajanja, odnosno

prije utvrdivanja zakona koji vrijede za zbrajanje u skupu prirodnih brojeva.
5.1. Aktivnosti za demonstraciju svojstava zbrajanja

U nastavi matematike, a posebice se to odnosi na formiranje matematickih zakonitosti u svijesti
ucenika, vazno je voditi se naelom poucavanja od konkretnog ka apstraktnom. Curi¢ i
Markovac (1984) isti¢u vaznost zornih pomagala i promatranja primjera u realnom kontekstu.
Autori upozoravaju ucitelja da nije dobro traziti obja$njenja matematickih principa bez oslonca
u realnosti. Gligor Duda (1964) promatranje smatra osnovom stjecanja matematickih znanja.
Osim pasivnog promatranja, ucenik treba aktivno koristiti didakticki materijal (kamencice, zrna
kukuruza ili graha, sjemenke, kockice, umjetni ili pravi novac, Stapice itd.) te napredovati od
perceptivnih sadrzaja do misaonih radnji koje ¢e te sadrzaje transformirati u pojmove (Duda,
1964). Uloga je uclitelja prepoznati pravi trenutak za poopcavanje matematickih principa u

smislu usmjeravanja ucenika ka njihovoj generalizaciji.

Konop i Stipaljke

Durovi¢ 1 Purovi¢ (1983) za obradu nastavne jedinice Zamjena mjesta pribrojnika predlazu
igru s konopom 1 Stipaljkama. Konop moZemo povezati za naslone dviju stolica koje zatim
postavimo tako da se konop napne i da ga u€enici dobro vide. Na konop prikva¢imo, na primjer,
3 plave i 2 crvene Stipaljke za susenje rublja. Dva u¢enika postavimo s razli¢itih strana konopa
1 upitamo ih koliko je Stipaljki na njemu. Neki ¢e uenici do odgovora do¢i zbrajanjem, neki
prebrojavanjem, no u svakom slucaju ocekujemo rezultat 5. Oba ucenika trebaju na plocu
napisati postupak racunanja, a zatim pozivamo druga dva ucenika i ponavljamo igru s drugim
brojem Stipaljki. Igra traje dok ucenici sami ne zakljuce da broj Stipaljki na konopu ne ovisi o

njihovom redoslijedu.
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Okretanje papira

U uvodnome dijelu sata na kojemu ¢emo obradivati svojstvo komutativnosti zbrajanja moZzemo
ponoviti zbrajanje dvaju pribrojnika. Na papir nacrtamo dva niza toc¢aka, na primjer, 9 s lijeve
15 s desne strane. Zatrazimo od u€enika da zbrajanjem izracunaju koliko je toaka na papiru
(9 +5 = 14) i zapisu racun u biljeznice. Ponovimo nazive operanada (prvi pribrojnik, drugi
pribrojnik) i rezultata zbrajanja (suma ili zbroj), a nakon toga okrenemo papir te zapisujemo
noviracun (5 + 9 = 14) i ponovno imenujemo operande. Ucenici ¢e uvidjeti da se radi o istome
skupu tocaka na papiru te da se okretanjem papira (zamjenom myjesta pribrojnika) ne mijenja

ukupan broj to¢aka. Umjesto papira mozemo okretati i domino ploCice.

Nizanje perlica na ogrlicu

Po uzoru na navedene primjere, predlazem sljede¢u aktivnost za demonstraciju komutativnosti
zbrajanja. U¢enicima moZemo pripremiti ogrlice (mogu posluziti i trakice vune) na koje trebaju
nanizati odreden broj perlica jedne, odnosno druge boje. Ova je igra zamisljena kao rad u paru.
Svaki ucenik na svoju ogrlicu treba nanizati 3 crvene i 2 plave perlice i to na sljede¢i nacin:
jedan ucenik treba nanizati prvo crvene, a zatim plave kuglice provlace¢i kroz njih ogrlicu
slijeva nadesno, a zatim treba ogrlicu zatvoriti, odnosno spojiti njezine krajeve, dok ¢e drugi
ucenik u paru uciniti to isto, S jednakog kraja ogrlice, ali pocevsi prvo od plavih perlica. Ucenici
trebaju u paru usporediti ogrlice koje su nacinili od jednakih perlica, potom im ucitelj zadaje
zadatak da od jedne perlice u paru pokusaju naciniti drugu bez odvezivanja ogrlice. Nakon §to
prebace sve perlice jedne boje preko ¢vora, uéenici imaju dvije potpuno jednake ogrlice.
Prebacujuci perlice uéenici dobivaju komutativne parove, a postupke zbrajanja zapisuju u

biljeznice te s uciteljem komentiraju rezultate zbrajanja.

Suma brojeva na igraéim kockama

Ucenikovu samoinicijativnu primjenu svojstva komutativnosti za zbrajanje moZemo provjeriti
igrom s kockama na kojima su brojevi zapisani znamenkama ili predstavljeni tockicama. Igra
je vrlo jednostavna. Ucenik istovremeno baca dvije igrace kocke i ra¢una sumu brojeva na
njima te ju zapisuje na papir. Isto radi i sljedeci u€enik, a nakon Sto se izredaju svi ucenici, bod
osvaja onaj koji je imao najveci zbroj. Broj krugova (ponavljanja) unaprijed odreduje ucitelj, a
pobjednik je onaj tko ima najvise bodova na kraju igre. Kako igra odmice, sve je vjerojatnije
da ¢e ucenici tijekom racunanja sume brojeva na kockama primjenjivati COL metodu. Ova se
igra moze igrati i s djecom predskolske dobi jer ¢ak i vrlo malo dijete shvaca kako si olaksati

postupak zbrajanja (prebrojavanja) brojeva, odnosno tockica na igra¢im kockama.
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PremjeStanje majica na policama

Ova aktivnost demonstracija je svojstva asocijativnosti za zbrajanje. U¢itelj na plo¢u nacrta dva
ormara (ili postavi aplikacije ormara) s po dvjema policama. Magnetne Kkartice koje
predstavljaju majice ucitelj postavi u prvi ormar na sljedeé¢i na¢in: dvije majice 'slozi' jednu na
drugu i smjesti ih na prvu policu, pored njih 'slozi' jos tri majice (takoder jednu na drugu). Na
drugu policu smjesti Cetiri majice. Na prvu policu drugoga ormara spremi samo dvije majice, a
na drugu policu tri majice te pored njih jos Cetiri. Ucitelj ucenike upita u kojem ormaru ima vise
majica. Neki ¢e ucenici do odgovora doli prebrojavanjem, neki zbrajanjem, a neki
usporedivanjem koli¢ina. Nakon odgovora da se u oba ormara nalazi jednak broj majica ucitelj
s ucenicima postavlja racune za oba ormara (uz objasnjavanje upotrebe zagrada za zdruzivanje
majica na istoj polici): ispod crteza prvoga ormara zapisuje se (2 +3) +4 =5+ 4 =9, ispod
drugoga ormara 2 + (3 + 4) = 2 + 7 = 9. ZakljuCuje se da se majice u prvome ormaru mogu
jednostavno premjestiti tako da budu slozene kao majice u drugome ormaru, ili obrnuto.
Neovisno o tome jesu li tri majice na prvoj polici ili drugoj, u ormaru se nalazi jednak broj
majica. Umjesto odjevnih predmeta i ormara, mozemo se igrati novcem i novéanikom, a

zagrade ¢e oznacavati pretince novcanika.

Raspored vozila

Asocijativnost zbrajanja uenicima mozemo pribliziti tako da pred njih postavimo sljedeci

problem:
Vlasnik obrta za popravak vozila pokusava rasporediti 4 automobila, 7 motocikala i 10
bicikala u dvije (trenutno prazne) prostorije. Koliko ¢e se vozila ukupno nalaziti u tim
dvjema prostorijama ako vlasnik u jednu od njih smjesti motorna vozila, a u drugu vozila
bez motornog pogona? Koliko ¢e se vozila ukupno nalaziti u tim prostorijama ako u
jednu od njih vlasnik smjesti vozila s po 4, a u drugu vozila s po 2 kotaca?

Neki ¢e ucenici bez racunanja zakljuciti da ukupan broj vozila ne ovisi o njihovom razmjestaju.

Ovu tvrdnju mozemo provjeriti rjeSavanjem dvaju postavljenih rac¢una:

4+7)+10=

4+ (7+10) =

U prvoj jednakosti zbroj brojeva u zagradi predstavlja ukupan broj motornih vozila, dok smo

zagradom u drugoj jednakosti naznacili vozila s po dva kotaca. Usporedbom dobivenih rezultata

potvrdujemo asocijativnost zbrajanja.
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5.2. Zadatci za ponavljanje i provjeru

Pri planiranju provjere usvojenosti odredene nastavne grade ucitelj neprestano na umu treba
imati ciljeve® nastavnih sati na kojima se ista obradivala ili uvjezbavala. U skladu s tim
ciljevima, ugitelj je definirao ishode!® uéenja. Tim su ishodima definirani minimalni kriteriji

prolaznosti koje sada treba procijeniti.

Tablica 4. Obrazovni ishodi na kraju prvog razreda osnovne $kole u vezi sa zakonima ra¢unskih radnji,
domena Brojevi

RAZINE USVOJENOSTI
RAZRADA
ISHOD ZADOVOLJA-
ISHODA , DOBRA VRLO DOBRA IZNIMNA
VAJUCA
Ucenik Urcifnn'lekn'u'e Ur(:ri:l 1ekn'u'e Utenik bira
ni ..
Ucenik . . ?e. - P .J I P .J 1) strategiju
R Ugenik primjenjuje svojstva svojstva . .
primjenjuje S . . . . . .. | raCunanja
. primjenjuje komutativnost i | komutativnostii | komutativnosti i s
svojstva . . . . . . koristeci se
. .. | svojstva asocijativnost u | asocijativnosti u | asocijativnosti u o
komutativnosti i . . o . . . . svojstvima
. . komutativnosti zbrajanju na racunskim racunskim . )
asocijativnostiu | . . . . . komutativnosti
Sbraianiu i asocijativnosti. | konkretnome zadatcima uz zadatcima :
janju. materijalu. manju objadnjavajuéi . .
. . asocijativnosti.
pogrjesku. pravila.

Tablica 4 prikazuje obrazovne ishode na kraju prvoga razreda osnovne $kole u vezi s
usvajanjem zakona racunskih radnji prema prijedlogu nacionalnoga kurikuluma iz 2017.
godine. Klju¢no je konstruirati zadatke koji ¢e mjeriti ono $to zaista zelimo ispitati. U danasnjim
udzbenicima matematike prevladavaju zadatci kojima ucenici uvjezbavaju pravilno izvodenje
racunskih postupaka. Takvi zadatci za prvi razred najcesée glase: 'Izracunaj, zamijeni mjesta
pribrojnicima pa ponovno izra¢unaj'. Ponekad uz njih stoji i pitanje: ‘Je li se zbroj promijenio?'
Ovakvi zadatci jasno upuéuju ucenika na nacin rjeSavanja, to su zadatci zatvorenog tipall.

Rjesavajuci ih, ucenici samo slijede upute, ne biraju strategiju rjeSavanja zadatka. Takvim

%, Obrazovnim ciljevima ili ciljevima u¢enja definiramo ono $to bi studenti morali znati u¢initi (izvrsiti) na kraju
odredenog razdoblja ucenja, a prije nisu znali. Ciljevi uc¢enja, za razliku od nastavnih ciljeva, definiraju ono Sto bi
morao znati u¢initi student, a ne nastavnik* (Dola¢ek-Alduk i Lonéar-Vickovi¢, 2009:41-42). ,,0dgojno-obrazovni
ciljevi su za razliku od ishoda ucenja iskazi koji u Sirim okvirima opisuju kakvu ¢e korist uéenik imati od ucenja i
Cesto se ne mogu neposredno mjeriti (Marinovic, 2013:6).

10 Ishodi ucenja su skup sposobnosti koje govore $to ée student znati, razumjeti ili biti sposoban raditi nakon
zavrsetka obrazovnog procesa“ (Dolacek-Alduk i Loncar-Vickovi¢, 2009:31).

,,Potpuno definiran ishod ucenja ima tri komponente: 1. tzv. aktivni glagol koji na vidljiv ili ¢ujan nacin

opisuje ono $to ¢e ucenik moc¢i uéiniti po zavrsetku ucenja, a prije toga to nije mogao; 2. uvjete pod kojima ¢e
ucenik demonstrirati ili pokazati svoje novo znanje ili vjestinu; 3. minimalni kriterij prolaznosti® (Marinovic,
2013:9).

11 Zadatci zatvorenog tipa imaju jedan nadin rjesavanja, samim time i jedno to¢no rjesenje.
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zadatcima nemoguce je provjeriti konceptualno znanje ucenika. Ukoliko pred ucenika stavimo
zadatak otvorenog tipa!?, omoguéujemo mu da sam bira naéin na koji ¢e ga rijesiti, ¢ime
poti¢emo samostalno stvaranje koncepata, a time i bolje razumijevanje istih. Priprema takvih
zadataka zahtijeva dodatan trud ucitelja, posebice iz razloga $to razumijevanje koncepata
provjeravamo novim, u¢enicima nepoznatim zadatcima. Svaki tip zadatka s kojim su se u¢enici
ve¢ susreli viSe ne provjerava njihovo konceptualno, ve¢ samo proceduralno znanje (Dijani€ i
Debelec, 2015). Tek primjena procedure u novoj situaciji, vlastitim odabirom bez eksplicitne
upute, znak je vise razine kognitivnih procesa bilo koje kategorije znanja3. Ugitelj, dakle, mora
pronaci ili osmisliti zadatke koji u¢enicima omogucuju da u novom kontekstu primijene poznate

metode.

Prilog 1 sadrzi primjere zadataka koji poti¢u razvoj konceptualnog razumijevanja. Osim §to je
primjere ovakvih zadataka teze pronaci u literaturi te zahtijevaju dodatnu angaziranost ucitelja,
jo§ jedan ¢imbenik oteZava uvjezbavanje i provjeru konceptualnog razumijevanja, u ovome
slucaju, asocijativnosti i komutativnosti zbrajanja. Ovakvi zadatci zahtijevaju pracenje uc¢enika
tijekom rjeSavanja jer naglasak nije Samo na to¢nosti rezultata, ve¢ na postupku rjeSavanja. Ovo
navodi na zakljuc¢ak da se konceptualno znanje ucenika provjerava usmeno. Ipak, to ne znaci
da ga je nemoguée provjeriti pisanim provjerama. Ukoliko ucenik ponudi cijeli postupak
rjeSavanja (ili pisano objasnjenje) te u njemu primjenjuje ‘precace’ kao metode brzeg i lakseg
raCunanja, konkretno- zakone racunskih radnji, mozemo zaklju¢iti da razumije njihove
koncepte. Medutim, ako ucenik zapiSe samo konacno rjeSenje, ne znamo kako je do njega
dosao. Cak i ako zapiSe postupak, a ne primijeni neke od navedenih metoda, ne mozemo sa
sigurnos$¢u zakljuciti da ne posjeduje konceptualno znanje o ‘precacima’, ve¢ da ih samo nije
upotrijebio. Zadatke koje predlazem u Prilogu 1. u¢enici mogu rje$avati usmeno pred uciteljem,
zapisujuci postupke kako ne bi pamtili duge procedure, ili ih mogu rijesiti samostalno, a zatim
svoja rjeSenja i postupke obrazloziti ucitelju ili ih ponuditi u pisanome obliku uz rjeSenja

zadataka.

Ovi zadatci sastavljeni su tako da ne zahtijevaju pronalazenje rezultata ratunskih radnji koje su

u njima sadrZane. Cilj je provjeriti moZe li u€enik to primijetiti 1 s obzirom na to odabrati

12 7a razliku od zadataka zatvorenog tipa, do rjeSenja zadataka otvorenog tipa moze se doéi na vise na¢ina. Ponekad
ti nadini ne vode jednome rjesenju, ve¢ zadatak ima vise razli¢itih to¢nih rjeSenja. Ovaj tip zadataka omogucuje
uceniku da sam odabere na¢in na koji ¢e doc¢i do rjeSenja, potiCe njegovu kreativnost i pomaze razvoj
konceptualnog znanja ucenika.

13 Svih $est razina kognitivnih procesa (izraZenih glagolima zapamti, objasni, primijeni, analiziraj, vrjednuj,
stvaraj) mogu se ostvarivati u jednoj od cetiriju kategorija znanja, a to su ¢injeni¢no, konceptualno, proceduralno
i metakognitivno znanje (Marinovi¢, 2013).
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strategiju rjeSavanja zadatka, a da ona ne ukljucuje pronalazenje rezultata. Temeljna strategija
za rjeSavanje ovih zadataka jest usporedba koli¢ina koja se pak temelji na razumijevanju odnosa
dio-cjelina. Podsjetimo se Resnick (1992) i njezinih zakljucaka o razumijevanju svojstava
asocijativnosti i komutativnosti. Ona smatra da razumijevanje ovih svojstava zbrajanja proizlazi

iz aditivnosti zbrajanja.

U prvome zadatku, ¢iji je prvi stupac namijenjen ve¢ ucenicima prvoga razreda, potrebno je
usporediti izraze na suprotnim stranama kruzi¢a. Neki ucitelji inzistiraju na zapisivanju
rezultata prije njihove usporedbe. Smatram da takva uputa ograni¢ava uc¢enikov odabir nacina
rjeSavanja zadatka, a kojih zaista ima viSe te time ovaj zadatak smatram zadatkom otvorenog
tipa. Nadalje, uputom o rjeSavanju izraza sa svake strane, koje nazivamo naznacCenim
rezultatima, ne samo da sputavamo ucenika u odabiru metode, ve¢ sebi (uéiteljima)
uskracujemo saznanja o ucenikovom konceptualnom znanju. Pruzimo li uc¢eniku slobodu u
rjeSavanju problema, saznajemo puno viSe od Cinjenice da je on (ili nije) dosao do njegova
rjeSenja. lako uz ove zadatke ucenicima ne skreCemo pozornost na postojanje ‘precaca’
eksplicitno, ipak to postizemo nacinom na koji je zadatak koncipiran. Ovakvi zadatci, dakle,
omogucuju implicitnu provjeru konceptualnog znanja. Prvi postavljeni problem najocitije
prikazuje jednakost rezultata (s obje strane kruzi¢a nalaze se jednaki izrazi, 12 + 61 12 + 6).
Sljedec¢i problem sadrzi komutativne parove (3 + 51 5+ 3) te ucenici vrlo brzo uocavaju
postojanje ‘precaca’ kakve zatim traze i u zadatcima koji slijede. Sljedeé¢i problem sadrzi dva
izraza s jednim jednakim pribrojnikom te je potrebno usporediti samo druga dva pribrojnika
(7 + 418+ 7). Iako se ne radi o komutativnim parovima, ucenik ¢e ih pokusati naci i u ovome
problemu te tako uociti da se u drugome izrazu ponavlja samo jedan pribrojnik iz prvoga. Drugi
bi pribrojnik takoder trebao biti jednak onomu preostalom iz prvog izraza (da bi rezultati bili
isti), a bududi da je veci, i rezultat je veci (generalizacija: ako jedan od pribrojnika uve¢amo za
a, i zbroj se uvecava za a). Sljedeci izrazi koje treba usporediti su 13+ 6 i 2 + 5. Na prvi
pogled, ova dva izraza ne namecu 'precac’ i ucenik ga vjerojatno ne bi potrazio da smo ovaj
zadatak postavili medu prvima, ali s obzirom na svojstvo komutativnosti zbrajanja koje je dosad
primjenjivao, ucenik oc¢ekuje da jednake koli¢ine (dijelovi) s razlicitih strana kruzi¢a vode do
jednakih cjelina. Nakon $to ih ne uoci, promatra na koji su se nacin pribrojnici promijenili. Oba
pribrojnika u drugome izrazu manja su od pribrojnika u prvom pa je manji i zbroj. Na sli¢an
na¢in mozemo usporediti i sljedeca dva izraza (9 + 6 i 8 + 10). Buduéi da u ovome primjeru
nisu oba pribrojnika drugog izraza veca od onih u prvome, rjeSenje nije tako ocito, ali je, u

odnosu na prvi izraz, poveéan i manji, ali i veéi pribrojnik, stoga je sigurno da se povecao i
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zbroj. Ne ocekujem da ¢e ucenici sami do¢i do ovakvih promisljanja u svim opisanim

primjerima, ali ih na njih mozemo navesti sukcesivnim pitanjima.

Godau i suradnici (2014) smatraju da ,,spontana primjena precaca vodi do znanja o drugim
precacima temeljenim na istom svojstvu®. Ovo je polaziste za sastavljanje zadataka kojima
mozemo provjeriti u¢enikovo razumijevanje i primjenu zakona rac¢unskih radnji. U drugome
stupcu prvoga zadatka uéenici mogu pronaci nove ‘precace’ temeljene na svojstvima zbrajanja,
a uvodenjem triju operanada stvaramo novi kontekst u okviru kojega mozemo procijeniti
ucenikovo konceptualno razumijevanje zakona racunskih radnji, u ovome slucaju
asocijativnosti i komutativnosti. Posljednja dva primjera ovoga zadatka bave se
'komutativno$¢u oduzimanja'. Krive analogije ¢esta su pojava u zakljucivanju djece, a potrebno
ih je predvidjeti te na vrijeme ukloniti. Oduzimanje nije komutativna rac¢unska radnja, odnosno
a — b # b — a. Postavimo li u€enicima jednostavan problem poput usporedbe izraza 10 — 2 i
2 — 10, vrlo je izvjesno da ¢e vecina njih odgovoriti da oduzimanje nije komutativno (dijelom
i zbog toga Sto misle da od manjeg broja ne mogu oduzeti ve¢i, odnosno da se izraz 2 — 10 'ne
moze rijesiti’). Medutim, u sloZenijem zadatku, kao $to je usporedba izraza 60 + 50 — 61 60 +
6 — 50, sadrzan je isti problem, ali u¢enicima nije tako oc€it, a ne postoji ni prepreka u racunanju
jer se sve 'moze rijesiti"®. Ovakve izraze djeca najlakse razlikuju u konkretnim primjerima, tj.
specificnom kontekstu. Na primjer, broj 60 predstavlja iznos novca (u kunama) koji imamo na
pocetku. Nije svejedno ho¢emo li dobiti jos 50 kuna, a potrositi 6 (Sto je samo dio toga, a ostaje
nam i cijeli poCetni iznos) ili ¢emo dobiti jo§ 6 pa potrositi 50 kuna (Sto je vise od onoga §to
smo dobili, $to znaci da tro§imo 1 pocetni iznos). Usredotoce li se djeca na jednakost pribrojnika,
a zanemare drugu dimenziju zadatka, a to su raCunske operacije, mogla bi pogrjesno
pretpostaviti da su ova dva izraza ekvivalentna. Sli¢no tomu, posljednji primjer provjerava
‘asocijativnost oduzimanja', koja takoder ne vrijedi. Zanimljiva je usporedba ovih izraza: 34 +
48 — 15148 + 34 — 15. Zamijenili smo mjesta samo pribrojnicima, §to ne utjece na naknadno
oduzimanje broja 15. Hafstrom (1961) objasnjava zbrajanje kao binarnu operaciju na sljedeci
nacin: to je operacija koju izvrSavamo na dva operanda. Kada zbrajamo tri ili viSe prirodnih
brojeva, ustvari obavljamo slijed zbrajanja od kojih svako ukljuc¢uje samo dva prirodna broja.
Na primjer, racunajuci 2 + 5 + 8 prvo broju 2 pribrajamo 5, a zatim dobivenom rezultatu 7
pribrajamo 8 (ponovno samo dva pribrojnika). ,,Strogo rec¢eno, ako su a, b i ¢ prirodni brojevi,

izraz a + b + ¢ nema znacenje dok mu ne damo znacéenje (dok ga ne definiramo)* (Hafstrom,

14 Ugenici ¢esto koriste izraz 'ne moze se rijesiti' za zadatke koji nemaju rjesenja u njima poznatom skupu brojeva,
u nizim razredima osnovne $kole to je skup prirodnih brojeva.
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1961:9). Tako izrazu a + b + c pridajemo znaenje (a+b) +c, izraz a+b+c+d
definiramo kao (a + b + ¢) + d, $to dalje podrazumijeva [(a + b) + c] + d itd. Isto vrijedi i
za oduzimanje, koje mozemo promatrati kao dodavanje negativnog pribrojnika. 1z ovoga slijedi
da u nasem primjeru (34 + 48 — 15 ili 48 + 34 — 15), ako nije naznaceno drugacije, prvo
zbrajamo brojeve 34 i 48 (nevazno kojim redoslijedom), a tada od zbroja oduzimamo broj 15.
Smatram da uc€enici drugog razreda uz uciteljevu pomo¢ mogu ovako tumaciti opisani primjer

te ga uspjesno rijesiti bez racunanja.

U drugome zadatku Priloga 1 ucenici trebaju usporediti opsege dvaju sukladnih trokuta. Duljine
njihovih stranica navedene su drugacijim redoslijedom, no ucenik moZe primijetiti da oba
trokuta imaju jednake duljine stranica, $to znaci i jednak opseg. Opseg trokuta ukljucen je u
gradivo Cetvrtog razreda osnovne Skole. Do tada su ucenici ve¢ trebali ovladati svojstvima
racunskih radnji, no njih ne treba izostaviti iz ostale nastavne grade. Trebamo pokazati
ucenicima da zakoni koje su usvojili imaju Siroku primjenu u aritmetici, ali i u ostalim
podrucjima matematike, kao i u svakodnevnim zivotnim situacijama. Zato je vazno u ovakvim
prilikama uvrstiti poneki zadatak gdje ucenici nece morati izvoditi niz postupaka koje su
uvjezbavali, ve¢ mogu primjenom jednostavnih svojstava vrlo lako i brzo rijesSiti zadatak.
Ovakvim zadatcima ne samo da razvijamo divergentno misljenje'® udenika, veé stvaramo
opustenu atmosferu u kojoj ucenici osjec¢aju da matematika nije zahtjevna ako joj pristupimo s
razumijevanjem. UcCenici ovakve zadatke Cesto doZzivljavaju kao trik-pitanja ili okidace u
nastavi koji razbijaju radnu atmosferu, zanimljivi su i opustaju¢i, a u buduénosti ucenici

pokusavaju pronaci dosjetku kojom mogu rijesiti neki drugi zadatak.

Tre¢i je zadatak sli¢an prvomu. Sada su izrazi ve¢ izjednaceni, a ucenici trebaju upisati brojeve

koji nedostaju, koje takoder mogu jednostavnije odrediti usporedbom.

Cetvrti zadatak trazi da se odredi koji brojevi (toénije, treba navesti pet brojeva) mogu doéi na

prazno mjesto u nejednakosti 34 4+ 29 + 19 < +19 + 34. Na temelju svojstva

komutativnosti, ova bi dva izraza bila jednaka kad bismo u kvadrati¢ upisali broj 29. Lijevi ¢e
izraz biti manji od desnoga ako u kvadrati¢ upisemo bilo koji broj ve¢i od 29. Ovakvi su zadatci
pozeljni u dodatnoj nastavi matematike, ali mozemo ih zadati i u€enicima na redovnoj nastavi

uz uputu da ga pokuSaju rijesiti bez racunanja.

15> Divergentno misljenje odlikuje originalnost, razmi$ljanje u razli¢itim pravcima; ono potice kreativnost, stvaranje
neceg novog.
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Smatram da se svi zadatci iz Priloga 1 mogu uspjesno odraditi na redovnoj nastavi matematike.
Ono $to trebamo izbjegavati jesu duge procedure i zamorni racuni, a zadatci iz Priloga 1 nesto

su ¢emu, kao ucitelji, trebamo teziti u nastavi matematike.
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6. SVOJSTVA MNOZENJA U SKUPU N

U drugome razredu osnovne Skole ucenici se prvi put susre¢u s mnozenjem prirodnih brojeva.
Ova im racunska radnja omogucuje da krace zapisu zbrajanje jednakih pribrojnika. Tako izraz
3 + 3+ 3+ 3 + 3 opisujemo kao 5 puta po 3 te zapisujemo 5 - 3. Brojevi koje mnozimo zovu
se faktori (prvi faktor nazivamo mnoZenikom, a drugi mnoziteljem). RazmiSljamo 1i o
mnozenju kao zbrajanju jednakih pribrojnika, drugi nam faktor govori o kojem se pribrojniku
radi, a prvi koliko takvih pribrojnika imamo. Ako svaki pribrojnik promatramo kao kardinalni
broj nekog skupa, tada mozemo reci da prvi faktor odreduje broj jednakobrojnih skupova, dok
drugi odreduje kardinalni broj svakog od tih skupova, tj. broj elemenata svakog od tih skupova,

kao Sto je prikazano na slici 8.

5-3

KOLIKO CEGA

Slika 8. Znacenje faktora

Neke od prvih aktivnosti s kojima se ucenici susrec¢u pri usvajanju mnozenja jesu zapisivanje
zbrajanja jednakih pribrojnika kao mnozenje i obrnuto, prepoznavanje zbrajanja jednakih
pribrojnika u zapisu mnozenja. Ove aktivnosti od velike su vaznosti za kasnije usvajanje svih
svojstava mnozenja. Osim zapisivanja zbrajanja i mnozenja matematickim simbolima, od
ucenika se trazi i da crteZom interpretira podatke u zadatku. Na primjer, izraz 5 - 3 treba zapisati
kao 3 + 3 4+ 3 + 3 + 3, a potom i nacrtati pet skupova od kojih svaki sadrzi tri elementa. Na

slici 9 nalaze se primjeri dobro i lose crtezom interpretiranih zadataka.

J=EEE

a) b) c) d)

Slika 9. Slikovni prikaz mnoZenja

Crtezi prikazani pod a) i b) ne pokazuju razumijevanje koncepta zbrajanja, odnosno funkcije

prvog i drugog faktora. Ovi prikazi nisu dovoljno zorni jer u njima nisu naznaceni
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(jednakobrojni) skupovi. Crtez a) mozemo opisati kao tri reda po pet Stapic¢a (3 -5) ili pet
stupaca po tri Stapica (5 - 3). Na isti je na¢in neodreden i prikaz b) koji sadrzi pet redova po tri
Stapica (5 - 3) ili tri stupca po pet Stapica (3 - 5). Kako bismo bili sigurni da u¢enik razumije $to
oznacavamo prvim, a §to drugim faktorom, potrebno je inzistirati na nazna¢enim (zaokruzenim,
uokvirenim) skupovima kao $to je to slucaj u primjerima c) i d). Ova dva primjera nedvojbeno
prikazuju izraz 5-3; u primjeru c) Stapic¢i su rasporedeni u pet stupaca (po tri Stapi¢a u
svakome), dok je u primjeru d) jednak broj Stapica rasporeden u pet redova, od kojih svaki

sadrZi po tri Stapica. Nevazno je ho¢emo li skupove prikazivati u redovima ili stupcima.
6.1. Zakoni komutativnosti i asocijativnosti mnoZenja

Mnozenje prirodnih brojeva ucenici usvajaju ucenjem tablice mnozenja. U pocetku tablica
mnozenja sadrzi umnoske svakog od elemenata iz skupa No manjih od 10 ili jednakih broju 10
sa svakim od elemenata istoga skupa, $to zna¢i da se u njoj nalazi 121 umnozak. Najveéi je
medu njima 100, dobiven umnoskom 10 - 10. Medutim, broj umnozaka koje treba nauciti
napamet manji je od polovine navedenog broja istih, upravo zahvaljujuéi svojstvu
komutativnosti mnoZenja, ali i svojstvima mnozenja brojevima 0 i 1. Nakon upoznavanja
ucenika s mnoZzenjem kao zbrajanjem jednakih pribrojnika slijedi obrada komutativnosti.
Usvajanjem ovog svojstva ucenici uocavaju da im je ucenje tablice mnozenja olakSano; ako
znaju koliko je 3 - 8, ne moraju uciti koliko je 8 - 3, ve¢ samo zamijeniti mjesta faktorima i
rijesiti ve¢ poznati zadatak. Puro i Jasenka Purovi¢ (1987) u priru¢niku za ucitelje savjetuju da
pri obradi mnozenja prvi faktor (mnozenik) bude apstraktan, a da drugi faktor (mnozitelj)
konkretiziramo kako bismo mnozenje mogli prikazati kao zbrajanje jednakih pribrojnika. Isto
tako, autori tvrde da ,,0 komutativnosti mnozenja mozemo govoriti samo ako nijedan od dva
broja koja se mnoZe nije konkretan* (Purovi¢ i Purovi¢, 1987:79). Kao primjer navode
sintagmu ‘2 puta po 2 jabuke' ¢ije nam je znacenje jasno, za razliku od izraza '2 jabuke puta po
2'. Zato pri obradi komutativnosti predlazu usporedbu vrijednosti apstraktnih izraza, primjerice
2+ 414 -2, konkretiziranjem mnozitelja u oba sluc¢aja, odnosno promatranjem 8 kvadrati¢a kao
4 puta po 2 (kvadrati¢a) i 2 puta po 4 (kvadrati¢a). Oba su izraza prikazana istom ilustracijom,
Sto znaci da imaju jednaku vrijednost, samo tu ilustraciju drugacije promatramo. U prvome
slu¢aju imamo, na primjer, 2 reda po 4 kvadratica, a u drugome 4 stupca po 2 kvadratica. ,,Znak
jednakosti u ra¢unskim radnjama ne smijemo shvatiti u smislu isto, ve¢ ekvivalentno* (Duda,
1964:76). Zamislimo sljedecu situaciju: za samoposluzni aparat za kavu trebaju nam kovanice

(kava stoji 4 kn, a aparat ne vraca ostatak novca). Nije isto ho¢emo li nov¢anicu od 10 kn
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zamijeniti za dvije kovanice od pet kuna (2 - 5) ili pet kovanica od dvije kune (5 - 2), jer ¢emo
u prvome slu¢aju kavu platiti kunu vise. Isti problem susre¢emo i ako trebamo kovanice za
kolica za kupovinu koja primaju samo kovanice od pet kuna. Vazno je ho¢emo li prodavacicu
zamoliti da nam novc¢anicu od 10 kn razmijeni u 2 - 5 (kuna) ili 5 - 2 (kune). lako ovi primjeri
iz svakodnevnog zivota pokazuju razumijevanje koncepta zbrajanja, dopusteno je olaksati si
racunanje zamjenom mjesta faktora zahvaljujué¢i zakonu komutativnosti za mnozenje. Tako je
lakse predociti si, pa time i izraunati, koliko je 2 - 43, nego 43 - 2. Prisjetimo se COL metode
zbrajanja prirodnih brojeva koja podrazumijeva prebrojavanje od veéeg pribrojnika kako bi se
skratilo vrijeme ra¢unanja. Sli¢no je i kod mnozenja. Pri ratunanju 3 - 2 zamisljamo 'tri dvojke'
te nema potrebe primjenjivati svojstvo komutativnosti kako bismo postupak zbrajanja 2 + 2 +
2 skratili u 3 + 3 ('dvije trojke’). U oba slucaja radi se o svega nekoliko pribrojnika te su oba
postupka podjednako zahtjevna. Stovise, uéenici vrlo rano znaju brzo brojiti po dva, odnosno
tri (‘izrecitirati' prvih nekoliko prirodnih visekratnika broja 2: 2,4, 6,8, ... ili 3: 3,6,9,12, ...),

stoga u tom procesu mogu biti brzi ¢ak i kad se radi o ve¢em broju pribrojnika.

Medutim, primjena svojstva komutativnosti ponekad je korisna ¢ak i u sluéaju uzastopnih
brojeva, ¢ak i manjih od 10, unato¢ tomu $to zamjena mjesta faktora smanjuje ili povecava broj
pribrojnika samo za 1. Promotrimo zadatak 5 - 4. Mentalna slika koju zamisljamo jest pet
pribrojnika 4. Zamjenom mjesta faktora (4 - 5) ona se mijenja u Cetiri pribrojnika 5. Ovdje nam
ra¢unanje nije toliko olakSano smanjenjem pribrojnika, koliko samom njihovom promjenom.
Ucenicima je lakSe brojiti po 5, nego po 4, stoga ¢e brze zakljuciti koliko vrijede 'Cetiri petice'
(pet-deset-petnaest-dvadeset), nego 'pet Cetvorki'. Ovo je posljedica Cestog brojenja po pet u
svakodnevnome zivotu: brojenje minuta na analognome satu, prebrojavanje pomocu prstiju
ruku, brojenje kovanica od 5 kuna, a i ¢injenice da viSekratnici broja 5 zavrSavaju znamenkom
0 ili 5, koje je ponovno lakse medusobno zbrajati, nego $to je to slucaj s visekratnicima broja

4,

Najvecu primjenu u racunanju komutativnost ima tijekom mnozenja brojeva koji su dovoljno
veliki da si ih ne mozemo predociti mentalnom slikom i jednostavno grupirati. Vratimo se ve¢
spomenutom primjeru 43 - 2. Zaista je teSko predociti si 43 pribrojnika 2 te ih grupirati i u
mislima zbrojiti. Mentalna slika koju zapravo stvaramo je 'puno dvojki'; njihov toc¢an broj
ionako nam u tom trenutku ne zna¢i mnogo. 43 pribrojnika mozemo podijeliti na 4 puta po 10
i jo§ 3. 10 pribrojnika 2 vrijede 20, cetiri takve grupe vrijede 20 + 20 + 20 + 20 = 80 te
imamo jo$ 3 pribrojnika 2, sto vrijedi 2 + 2 + 2 = 6. Konacno je rjesenje 80 + 6 = 86. Ovaj
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se postupak uvelike skra¢uje zamjenom mjesta faktora te mentalnim predoCavanjem izraza 2 -

43 §to znaci 43 i jos 43, dakle 86.

Iz istog je razloga nekada prakti¢no primijeniti svojstvo asocijativnosti mnozenja. U izrazu 3 -
4 - 5 ne postoje zagrade, stoga racunamo redom, slijeva nadesno. Taj je izraz, dakle, istovjetan
izrazu (3 - 4) - 5, §to bismo dalje racunali kao 12 - 5. Ve¢ na prvi pogled primje¢ujemo da nam
je lakse faktore udruziti na ovaj nacin: 3 - (4 - 5) jer ¢emo brze izracunati koliko je 3 - 20, nego
12 -5 (iz istih razloga iz kojih je u prethodnom odlomku jednostavnije zamijeniti mjesta

faktorima).

Svojstva komutativnosti i asocijativnosti u¢enicima mozemo demonstrirati u ravnini, ali i u
prostoru. Spomenuto prebrojavanje kvadrati¢a u redovima i stupcima nije niSta drugo nego
ra¢unanje povrsine pravokutnika. Promotrimo sliku 10. 2 puta po 3 kvadrati¢a ili 3 puta po 2
kvadratica daju jednak rezultat: 6 kvadratica. Povrsina pravokutnika koji se sastoji od tako
rasporedenih kvadrati¢a, nanizanih jedan do drugoga, iznosi 6 povrSina jednoga kvadratica.
Zakljuc¢ujemo da pravokutnici dimenzija 2 - 3 (kvadrati¢a) i 3 -2 (kvadrati¢a) imaju jednake

povrsine.

Slika 10. Komutativnost mnozZenja

U nizim razredima osnovne Skole ucenici povrSine likova racunaju preko povrSine
pravokutnika. Pravokutnik je jedini lik kojemu znaju odrediti povrSinu ako su mu poznate
duljine stranica. Naime, povrSina pravokutnika zasniva se na odredivanju broja jedini¢nih
kvadrata od kojih se on sastoji, a mozemo ju dobiti umnoSkom broja kvadrata u svakome redu
1 broja kvadrata u svakome stupcu. Ukupna povrSina pravokutnika jednaka je broju tih
jedini¢nih kvadrata uz navodenje jedinice mjerenja, navode Polonijo i Siki¢ (1986). Jedinica
mjerenja koja se kasnije uvodi jest kvadratni centimetar koji opisujemo kao povrsinu kvadrata
¢ija je duljina stranice 1 cm. Kasnije se uvode i ostale mjerne jedinice pa se time 1 povrSina
pravokutnika moze ra¢unati kao umnozak duljina susjednih stranica u decimetrima, metrima

itd.
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Na slici 11 nalaze se dva kvadra slozena od kocaka. Usporedit ¢emo njihove volumene, iako
pri obradi svojstava mnozenja to ne¢emo eksplicitno izreéi, ve¢ ¢emo traziti od uc¢enika da

odrede od koliko su kocaka sloZena ova tijelal®.

Slika 11. Asocijativnost mnoZenja

Prije racunanja ili prebrojavanja, u svrhu usporedbe ovih dvaju kvadara, od u¢enika mozemo
traziti da procijene koji od njih sadrzi vise kocaka. Nakon ponudenih odgovora i obrazlozenja
(koja su korisna jer upucuju na dimenzije kojima ucenici eventualno pridaju vecu vaZznost)
slijedi odredivanje stvarnog broja kocaka u svakome od dvaju kvadara. Ucenike poti¢emo da
do odgovora dodu na najjednostavniji i najbrzi nacin. Rijese li zadatak prebrojavanjem kocaka,
upitamo ih bi li na isti nacin rijesili zadatak i da je kvadar sloZen od, primjerice, 100 ili vise
kocaka. Ovim ih pitanjem navodimo na koriStenje ‘precaca’, odnosno odgovarajucih racunskih
radnji. Pretpostavljamo vise postavljenih racuna za prvi kvadar, a koji svi daju jednak rezultat.
Slika 12 prikazuje podjelu prvoga kvadra na slojeve, i to na tri razli¢ita nacina. U zagradi je
izraz kojim ra¢unamo broj kocaka u jednome sloju, a faktor ispred zagrade predstavlja broj

takvih slojeva.

3:(4-2) 2-(3-4) 4-(3-2)
3-(2-4) 2-(4-3) 4-(2-3)

Slika 12. Primjena zakona asocijativnosti i komutativnosti mnoZenja u ra¢unanju volumena kvadra

16 Svojstva mnoZenja obraduju se u drugome razredu, a povrina pravokutnika i volumen kvadra tek u ¢etvrtom
razredu osnovne Skole.
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Razli¢iti izrazi posljedica su razli¢itih pristupa prebrojavanju kocaka kvadra, a zbog zakona
asocijativnosti i komutativnosti mnozenja oni daju jednake rezultate. Kao i kod zbrajanja,
svojstvo asocijativnosti ne omogucuje zamjenu mjesta operanada, njihov redoslijed, nego samo
redoslijed kojim ¢emo racunati. Udruzimo li faktore, a da smo pri tome promijenili njihov

redoslijed, uz asocijativnost smo primijenili i komutativnost mnoZenja.

Usporedimo sada volumene (izraZzene brojem kocaka) dvaju kvadara sa slike 10.

Slika 13. Volumen kvadra

Ucenik koji je na odreden nacin postavio racun za broj kocaka prvoga kvadra vjerojatno ¢e
dimenzije drugoga kvadra odrediti na isti nacin, tj. os duz koje je promatrao duljinu prvog
kvadra vjerojatno ¢e koristiti i za odredivanje duljine drugoga (pa tako i za ostale dimenzije).
Pretpostavimo da ucenik oba kvadra dijeli na a slojeva. Tada je b - ¢ broj kocaka koje se nalaze
u svakome sloju, a konacan broj kocaka jednak je a - (b - ¢). Broj kocaka prvoga kvadra iznosi
4-(2-3) =4-6 = 24, abroj kocaka drugoga kvadra 3 - (4 - 2) = 3 - 8 = 24. Budu¢i da smo
izracunali da oba kvadra sadrze jednak broj kocaka, a u oba smo ra¢una mnozili iste brojeve,
samo na drugacije nacine, pokazali smo da umnozak ne ovisi o redoslijedu faktora, niti o
redoslijedu kojim ¢emo ih medusobno mnoziti. Ovim smo konkretnim primjerom pokazali da
za mnoZenje vrijede zakoni komutativnosti i asocijativnosti. Primjenjujuéi svojstva

asocijativnosti i komutativnosti mnozenja promotrimo ¢emu je jednak volumen prvoga kvadra.
4-(2-3)=(4"-2)-3 prema teoremu 5
=3- (4- ' 2) prema teoremu 3

Ovime smo pokazali jednakost volumena ovih dvaju kvadara. Ti su kvadri medusobno sukladni,

jedan mozemo dobiti rotacijom drugoga u prostoru.
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6.2. Zakon distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju

Zakon distributivnosti ¢esto se primjenjuje U rjeSavanju zadataka u svim odgojno-obrazovnim

ciklusima. Njegova se primjena kod veéine uenika razvila do automatizacije u rjeSavanju

jednadzbi s nepoznanicama, zbrajanju razlomaka jednakih nazivnika, rjeSavanju zadataka

grafickom metodom i sl. Buduéi da nazivi zakona racunskih radnji u Nastavnhom planu i

programu za osnovnu Skolu nisu eksplicitno navedeni, ove sadrzaje prepoznajemo u nastavnim

jedinicama Mnozenje zbroja brojem 1 Dijeljenje zbroja brojem. Isti rezultat dobijemo ako

pribrojnike zbrojimo pa dobiveni zbroj pomnozimo (ili podijelimo) nekim brojem ili ako svaki

od pribrojnika pomnozimo (ili podijelimo) tim brojem, a zatim dobivene rezultate (umnoske,

odnosno koli¢nike) zbrojimo. Ucenici do ovakvog zakljucka dolaze induktivno; potrebno je

potaknuti ih na rjeSavanje §to vecCeg broja primjera kako bi utvrdili da zakon vrijedi za sve

prirodne brojeve.

3:-(2+4)

Slika 14. Slikovni prikaz distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju

L X ] LA 21 ]
[ X ] oeee
o9 oe0e
3:2+3-4

Svojstvo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju graficki mozemo prikazati racunajuci

povrsinu pravokutnika podijeljenog na dva manja pravokutnika, kao na slici 15.

Slika 15. Grafic¢ki prikaz distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju

Povrsina velikog pravokutnika jednaka je umnosku duljina njegovih stranica (a - b). Budu¢i da

je stranica duljine b podijeljena na dva dijela te je b = m + n, povrSina velikog pravokutnika

iznosi a-(m+n). Medutim, ta povrSina jednaka je zbroju povr$ina dvaju manjih
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pravokutnika, tj. povrSina velikog pravokutnika moze se izracunati i na ovaj nac¢in:a-m + a -
n. Buduéi da se radi o istome pravokutniku, samo drugacijem nacinu racunanja njegove
povrsine, zaklju¢ujemo da je a-(m+n) =a-m+ a-n. Provjerimo ovu jednakost i s
konkretnim brojevima. Neka je a = 2 cm duljina jedne stranice, a b = 5 cm duljina druge
stranice koja je, dijeljenjem veceg pravokutnika na dva manja, podijeljena na dijelove duljina
1 cm (stranica duljine m prvog manjeg pravokutnika) i 4 cm (stranica duljine n drugog manjeg

pravokutnika). PovrSinu velikog pravokutnika racunamo na dva nacina:

a-(m+n)=2-1+4)

=2-5

=10
am+a-n=2-1+2-4

=2+8

=10
Dobiveni jednaki rezultati pokazuju da su i pocetne formule za izraCunavanje povrSine
ekvivalentne. S u¢enicima ovakvu provjeru mozemo napraviti tek u cetvrtome razredu kada su
oni veé upoznati s natinom izraGunavanja povriine pravokutnika. Zelimo li povr§inom
pravokutnika demonstrirati svojstvo distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju pri obradi tog
svojstva u tre¢em razredu, mozemo to uciniti prebrojavanjem jedini¢nih kvadrata od kojih je
pravokutnik sastavljen. Na slici 16 nalazi se pravokutnik podijeljen na dva dijela (crveni i plavi
pravokutnik). Sastavljen je od 3 reda po 6 kvadrata ili 6 stupaca po 3 kvadrata, tj. od 3 -6 =

6 - 3 = 18 kvadrata. PovrSina velikog pravokutnika jednaka je povrSini 18 jedini¢nih kvadrata.

Slika 16. Demonstracija distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju pomoc¢u povrsine pravokutnika
Odredujemo li broj jediniénih kvadrata ovoga pravokutnika kao zbroj kvadrata u crvenom i
plavom pravokutniku, ra¢unat ¢emo ovako: crveni se pravokutnik sastoji od 3 reda po 2
kvadrata, a plavi od 3 reda po 4 kvadrata. Ukupno jeto 3-2 4+ 3 -4 = 6 + 12 = 18 kvadrata.
Na ovome je primjeru jednostavno pokazati da je mnozenje prema zbrajanju distributivno i

slijeva 1 zdesna. Budu¢i da je mnozenje komutativno, broj kvadrata u crvenome pravokutniku
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mozemo racunati i kao 2 -3 (2 stupca po 3 kvadrata). Na isti je nacin plavi pravokutnik
sastavljen od 4 stupca po 3 kvadrata, odnosno 4 - 3 kvadrata. Ukupnojeto2-3+4-3 =6+
12 = 18 kvadrata. Promatramo li stupce velikog pravokutnika, vidimo da ih imamo 6, a svaki

od njih sadrzi 3 kvadrata. Ukupno je to 6 - 3 = 18 kvadrata.

3:(24+4)=3-24+3"4 LUEVA DISTRIBUTIVNOST MNOZENJA PREMA ZBRAJANJU

(24+4)-3=2-34+4-3 DESNADISTRIBUTIVNOST MNOZENJA PREMA ZBRAJANJU

Budu¢i da je mnozenje prema zbrajanju distributivno i s lijeve i s desne strane, jednostavno

kazemo da je mnozenje distributivno prema zbrajanju.

Na istome bismo primjeru mogli prikazati i distributivnost mnozenja prema oduzimanju. Broj
kvadrati¢a plavog pravokutnika jednak je 4 -3 = 12, pri ¢emu je prvi faktor razlika izmedu
broja kvadrati¢a velikog pravokutnika i broja kvadrati¢a crvenog pravokutnika. Isti ¢emo
rezultat dobiti i oduzimanjem broja kvadratia crvenog pravokutnika od broja kvadratica
najveceg pravokutnika. Jednakost rezultata pokazuje distributivnost mnozenja prema
oduzimanju:

(6-2)'3=4-3=12
6:3-2-3=18—6=12

(6-2)3=6-3—-2-3

Ovime smo pokazali desnu distributivnost mnozenja prema oduzimanju, a budué¢i da je
mnozenje komutativna operacija, ono je prema oduzimanju distributivno i s lijeve strane.
Zakon distributivnosti mnozenja prema zbrajanju obraduje se u treCem razredu osnovne Skole,
neposredno prije obrade mnozenja dvoznamenkastih brojeva brojevima 10 i 100. Uvodenjem
ovog zakona ucenicima se omogucuje da nove matematicke probleme, poput mnozenja
dvoznamenkastih brojeva brojem 10, rijeSe na ve¢ poznati nacin. Pripisivanje nula zdesna broju
mnozenom dekadskom jedinicom tek je posljedica generalizacije nakon veceg broja konkretnih
primjera zadataka koje rjeSavamo primjenjujuci svojstvo distributivnosti mnoZenja prema
zbrajanju. Ucenicima se prvo objasnjava mnoZenje visekratnika broja 10 brojem 10 pomocu

svojstva asocijativnosti i to na sljede¢i nacin:

40-10=(4-10)-10
=4-(10-10)
=4-100
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= 400
Ucenici ¢e nakon nekoliko rijeSenih primjera uociti moguénost koriStenja ‘precaca’, odnosno

pripisivanja zdesna nule dvoznamenkastome visekratniku broja 10 pri mnozenju brojem 10.

Ostale dvoznamenkaste brojeve mnoZzimo brojem 10 na slican nacin, ali tako da
dvoznamenkasti broj rastavimo na zbroj desetica i jedinica (ab = 10a + b). Na temelju
svojstva distributivnosti svaki pribrojnik zbroja zatim mnozimo brojem 10, a dobivene

umnoske (produkte) zbrojimo.

47-10=(40+7)-10

=40-10+7-10

=400+ 70

= 470
Na ovaj smo nacin novi ra¢unski problem (mnozenje dvoznamenkastog broja brojem 10),
primjenom svojstava racunskih radnji, preoblikovali u onaj ¢iji oblik znamo rijesiti (mnozenje
visekratnika broja 10 brojem 10 i mnozenje jednoznamenkastog broja brojem 10). Na osnovi
vise rijeSenih zadataka novoga gradiva rastavljanjem na poznate probleme uo¢avamo pravilo
mnoZenja dvoznamenkastog broja brojem 10 (pripisivanje nule). Kasnije je ucenicima
dopusteno koristiti taj krac¢i nacin racunanja. Medutim, duzim na¢inom nismo samo dokazali
relevantnost rezultata dobivenog pripisivanjem nule pri mnozenju brojem 10, ve¢ ga
poucavamo jer predstavlja temelj usmenog racunanja. O usmenom i pisanom racunanju nesto

vise U poglavlju 7.

Margita Pavlekovi¢ (2008) kao primjere teskoca koje ucenicima predstavlja redoslijed
racunskih radnji donosi rezultate istrazivanja provedenog 1988. godine medu ucenicima petih
razreda. Medu to¢nim rjeSenjima posebno isti¢e ona dvaju u¢enika koji su zadatak 8- 14 —

14 + 16 - 0 rijesili ovako:
8-14—-14+16-0=7-14+0=98

Ova ,,dva uc¢enika pokazala su da pored znanja posjeduju pronicljivost* (Pavlekovi¢, 2008:91).
U pozadini njihove pronicljivosti lezi usvojenost zakona distributivnosti mnoZenja prema
oduzimanju koji u¢enicima omogucuje interpretaciju izraza 8 - 14 — 14 na sljedeci nacin: ako
od 8 ‘Cetrnaestica’ oduzmemo jednu (‘Cetrnaesticu’), ostat ¢e nam 7 (‘Cetrnaestica’). Snalazljivost

ovih uc¢enika omogucila im je brze, lakse 1 krace racunanje.

8:-14—-14=8-14-1-14
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=(8-1) 14

6.3. Zadatci za ponavljanje i provjeru

U prilogu 2 predlozeni su zadatci kojima ucitelj moze provjeriti uéenikovo konceptualno
razumijevanje svojstava mnozenja. Analogno zadatcima iz priloga 1, prvi zadatak omogucuje
usporedbu vrijednosti dvaju izraza bez nalazenja njihovih rezultata. Usporedba je omogucena
prepoznavanjem svojstava mnozenja kojima jedan izraz mozemo transformirati u drugi (zbog
zakona komutativnosti za zbrajanje i mnozenje vrijedi 12-8 + 5-13 =513 4+ 8- 12), zatim
razumijevanjem odnosa dio-cjelina (rastavljanjem cjeline na ekvivalentan izraz te primjenom
svojstava asocijativnosti i komutativnosti vrijedi 17-24-5=4-17-5-6). Osim
ekvivalentnih izraza, bez nalazenja rezultata moguce je predvidjeti i koji izraz ima vecu
vrijednost. U prvom odgojno-obrazovnom ciklusu ucenici mnozenje prirodnim brojevima
ve¢im od 1 dozivljavaju kao operaciju koja rezultira povecanjem vrijednosti po¢etnog izraza.
Stoga u izrazu (3 + 5 + 7) - 8 treba prepoznati uvecanje (8 puta) svakoga od pribrojnika 3, 5 i
7, §to je posljedica zakona distributivnosti mnozenja prema zbrajanju, nasuprot pove¢anju samo
jednoga od pribrojnika u izrazu 3 + 5+ 7 - 8, §to pak navodi na zaklju¢ak da prvi izraz ima

vecu vrijednost od drugoga.

Drugi zadatak takoder je moguce rijesiti bez raCunanja i usporedbe rezultata dvaju izraza. Zbog
reverzibilnosti zakona distributivnosti vrijedi a-c+b-c = (a + b) - c, §to znali sljedece:

uve¢amo li svaki od pribrojnika jednak broj puta, toliko ¢e se puta povecati i zbroj.

Tre¢i zadatak u prilogu 2 temelji se na primjeni svojstva distributivnosti u rjeSavanju
geometrijskih problema. Naime, produljimo li jedan par paralelnih stranica kvadrata za 5 cm,

a drugi par za 2 cm, dobit ¢emo pravokutnik kakav je prikazan na slici 17.
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Slika 17. Grafi¢ki prikaz zadatka 3 iz priloga 2

Razlika u povr§inama novodobivenog pravokutnika i podetnog kvadrata, koja iznosi 31 cm?,
sastoji se od povrsna triju pravokutnika ¢ije su duljine stranica oznacene na slici. PovrSinu
jednoga od njih jednostavno je izracunati, buduéi da su poznate duljine obiju njegovih stranica.
Ona iznosi 10 cm?, §to znaci da je ukupna povrsina preostalih dvaju pravokutnika jednaka
21 cm? (31 — 10). U niZim razredima osnovne $kole uéenici jo$ nisu upoznati s jednadzbama,
stoga ovaj problem (2 - a + 5 - a = 21) dalje mogu rijesiti metodom uzastopnoga priblizavanja
(nazivamo ju jo$ i metodom pokusSaja i pogrjesaka) ili primjenom zakona distributivnosti
mnozenja prema zbrajanju. Potonja brze dovodi do rjeSenja, ali zahtijeva postavljanje ovih
dvaju pravokutnika tako da imaju zajedni¢ku stranicu, $to je moguée zbog Cinjenice da oba
pravokutnika imaju stranicu nepoznate duljine a. Na slici 20 vidljivo je da je povrSina dvaju
pravokutnika jednaka a - (2 + 5), odnosno a - 7. Budu¢i da je rezultat ovoga izraza uéenicima
poznat, lako je izraCunati nepoznati faktor (a =21:7 =3). Postavljanjem dvaju
pravokutnika, povrSina a - 2 i a - 5, tako da imaju zajedni¢ku stranicu u pravokutnik povrsine

a * 7 primijenili smo zakon distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju.

Slika 18. Grafi¢ki prikaz primjene svojstva distributivnosti u zadatku 3 iz priloga 2
Cetvrti je zadatak Gest na natjecanjima i dodatnoj nastavi matematike. Zbrajanje prvih n
prirodnih brojeva mozemo jednostavno rijesSiti primjenom komutativnosti i asocijativnosti
zbrajanja kako bismo zdruzili prvi pribrojnik s posljednjim, drugi s pretposljednjim itd., jer svi

takvi parovi daju istu sumu. Treba samo odrediti koliko ima takvih parova i taj broj pomnoziti
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sumom svakog para. Zadatak iz priloga 2 nesto je slozeniji; zbrajaju se samo parni prirodni
brojevi, stoga prije zakona komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja mozemo primijeniti zakon

distributivnosti mnozenja prema zbrajanju:
2+4+6+8+--+100=1-2+2-24+3-24+4-2+--+50-2
=(1+2+3+4+--+50)-2
=[(1+50)+(2+49)+(3+48)+ -+ (25+26)]-2
= (25-51)-2
= 12752
= 2550

Peti je zadatak posebno zanimljiv jer se moze rijesiti graficko-aritmetickom metodom, ali tek
nakon primjene svojstva komutativnosti mnozenja. Prikazimo graficki broj prodanih cvjetova.
Broj krizantema prikazimo kvadraticem. Tada broj tulipana mozemo prikazati dvama
kvadrati¢ima, a broj ruza trima kvadrati¢ima. Zarada od prodaje krizantema jednaka je
'kvadrati¢ puta po 9', zarada od prodaje tulipana jednaka je 'dva kvadrati¢a puta po 8', a zarada
od prodaje ruza je 'tri kvadrati¢a puta po 10'. Nista od navedenog ne mozemo prikazati graficki
budu¢i da navedeni izrazi nemaju smisla. Prisjetimo se konkretizacije mnozitelja. MoZemo ju
posti¢i primjenom svojstva komutativnosti mnozenja i sada mozemo graficki prikazati '9 puta
po kvadrati¢', '8 puta po dva kvadratica' i '10 puta po tri kvadrati¢a'. Ukupna zarada (55
kvadrati¢a) iznosi 275000 kn. Sada je lako izracunati da kvadrati¢ zamjenjuje broj 5000.
Zarada od prodaje tulipana iznosi 2 - 8 - 5000 kuna, od prodaje krizantema 9 - 5000 kuna, a od
prodaje ruza 3-10-5000 kuna. Prodano je, dakle, 2-5000 = 10000 tulipana, 5000
krizantema i 3 - 5000 = 15000 ruza.

Zadatci predloZeni u prilogu 2 predstavljaju probleme koji poti¢u usvajanje zakona racunskih
radnji. Buduéi da ih ucenik mozZe rijesiti bez primjene ovih zakona (¢ak i posljednji zadatak;
moze se rijesiti metodom uzastopnog priblizavanja) bilo bi korisno pratiti rad u¢enika te poticati
ga na koristenje 'precaca’ za lakse i brze rjeSavanje zadataka ili iznalazenje novih nacina. Svi se
zadatci iz priloga 2 mogu koristiti za rad s ucenicima tre¢eg razreda nakon obrade svojstva
distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju, odnosno mnozenja zbroja brojem. Sastavljanje
sli¢nih zadataka poZeljno je nastaviti i nakon tre¢eg razreda kako bi se nastavilo kod ucenika

razvijati konceptualno razumijevanje matematickih principa.
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7. USMENO I PISANO RACUNANJE

Ve¢ vise od 200 godina metodika nastave matematike razlikuje usmeno i pisano ra¢unanje.
Ova dva termina oznacavaju razli¢ite postupke izraCunavanja rezultata zbrajanja, oduzimanja,
mnoZzenja i dijeljenja, a razlikuju se upravo u metodi raCunanja. Markovac 1 Benci¢ (1974) ne
smatraju ove termine najprimjerenijima, upozoravajuéi na nepreciznost objasnjavanja
pojmovnog sadrzaja koji bi se njima trebao izraziti: ,,izraz usmeno racunanje upucuje na
pomisao da se racun izvodi napamet, usmeno, bez zapisivanja, naprotiv, izraz pismeno
racunanje ukazuje da se radi samo pismeno* (Markovac i Benci¢, 1974:64). Medutim, usmeno
racunanje moze sadrzavati elemente pisanog (zapisivanje djelomicnih rezultata) i, obrnuto,
pisano racunanje sadrzi elemente usmenog racunanja (neki se djelomicni rezultati izraCunavaju
napamet, usmeno). Usmeno je racunanje takav postupak racunanja kojim se zadani operandi na
razli¢ite naCine rastavljaju 1 sastavljaju kako bi se lakse doslo do rjeSenja. Pritom se neke radnje
izvode napamet, a djelomicni se rezultati mogu zapisati. Nacini rastavljanja brojeva nisu strogo
odredeni, tj. ne postoji odredeni postupak ras¢lanjivanja zadanih brojeva, ve¢ se odabire onaj
kojim se najjednostavnije 1 najbrze dolazi do rezultata. U¢enik ima slobodu odabira postupka
koji ¢e koristiti. Nasuprot usmenom, pisano rac¢unanje podrazumijeva propisani postupak koji

vrlo malo moze varirati. Promotrimo primjere usmenog i pisanog ra¢unanja.
Usmeno racunanje:

2524 =25-(20+4)
=25-20+25-4
= 500+ 100
= 600

25-24=25-(4-6)
=(25-4)-6
=100-6
= 600

Pisano racunanje:

25-24

50
+100

600
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Pisano se racunanje usvaja u tre¢em razredu osnovne Skole. Sve $to su uéenici uéili o ra¢unskim
radnjama u prvom i drugom razredu Markovac i Ben¢i¢ (1974) nazivaju usmenim racunanjem.
,Usmeno je raunanje pretpostavka pismenom racunanju“ (Koleti¢, 1967:151). Budu¢i da
ucenik sam bira put kojim ¢e do¢i do rjeSenja, usmeno raunanje djeluje na razvoj njegova
misljenja, inventivnost i opéenito poboljSava u€enikove psihi¢ke funkcije. Budu¢i da u¢enik pri
usmenom racunanju zapisuje samo djelomicne rezultate, a cijelo vrijeme pamti nacin
rastavljanja brojeva 1 odabrani postupak, ovaj nafin raCunanja potic¢e razvoj njegova pamcenja
I sposobnosti koncentracije. Takoder je prednost ovakvoga na¢ina raGunanja §to nam za njegovo
izvodenje nije potreban pribor za pisanje te je lako primjenljiv u svakodnevnom Zivotu.
Nasuprot tomu, pisano se racunanje obavlja po to¢no odredenim propisima, a zbog rada s
mjesnim vrijednostima brojeva, smatraju Markovac i Ben¢i¢ (1974), apstraktniji je i Cesto
dovodi do njegova formalistickog usvajanja. Medutim, to nikako ne zna¢i da usmenom
racunanju treba dati prednost u odnosu na pisano u smislu da ono bude jedino koje se treba
poucavati. Usmeno je raCunanje prakti¢no u raGunanju s ‘'manjim' brojevima, primjerice do 100
ili 1000, ili s 'okruglim' brojevima (3000 + 2816,2500 - 12), no racunanje s 'velikim'
brojevima olakSano je pisanim ra¢unanjem. Upravo se zato ono uvodi u treCem razredu, kada
se skup prirodnih brojeva unutar kojega ucenici racunaju, prosiruje preko prve stotice. Pisano
nas ra¢unanje oslobada pamcenja velikog broja djelomic¢nih rezultata. Omoguéuje nam da
proces racunanja zaustavimo po potrebi te kasnije nastavimo, bez potrebe pamcenja procedure.
U pisanom je raCunanju napor koji iziskuju mentalne operacije (misljenje, pamcenje,
predoCavanje) puno manji nego u usmenom. No, ni navedene prednosti pisanog racunanja ne
znade da ono ima veéu vrijednost naspram usmenog, kao ni obrnuto. Stovise, uvijek je bolje
znati do¢i do rjeSenja na dva nacina te usporediti dobivene rezultate. Markovac i Benci¢ (1974)
razlikuju primarnu simboliku brojeva s kojima operiramo u usmenom rac¢unanju (400 + 50)
od dvostruko simboliziranih objekata u pisanom rac¢unanju (453 - 67). Uz primarnu simboliku,
tvrde ovi autori, pojavljuje se i simbolika mjesnog sustava (broj 4 na mjestu stotica predstavlja
broj 400, broj 5 na mjestu desetica predstavlja broj 50 itd.) Da bi u¢enici razumjeli tu dvostruku

simboliku, potrebno je polaziti od jednostavnijih primjera sadrzanih u usmenom racunanju.

Ono $to se tijekom usmenog ra¢unanja dogada jest rastavljanje dijelova na (jo§ manje) dijelove
koje zatim mozemo brZze i jednostavnije sastaviti u jednu cjelinu. Na stranici 46 takvo je
rastavljanje prikazano na primjeru mnoZzenja te je zadatak vrlo jednostavno rijeSen primjenom
svojstva distributivnosti. Pokazimo sada jedan primjer usmenog racunanja koje olakSava

zbrajanje:

51



15+4 = (10 +5) + 4
=10+ (5 +4)
=104+9=19

Princip na kojemu se temelji brze i jednostavnije raCunanje u ovom je primjeru svojstvo
asocijativnosti kojim smo, nakon rastavljanja broja 15 na pribrojnike 10 i 5, udruzili
pribrojnike 5 i 4 jer nam je to lako izracunati, a zatim smo desetici jednostavno dodali zbroj 9.
Ovaj je primjer jo$§ jednom pokazao kako novi problem, rastavljanjem na dijelove te njihovim
kombiniranjem, moZemo preoblikovati i rijesiti na nama ve¢ poznati nac¢in. Upravo se to i
dogada usmenim rac¢unanjem. Nakon §to uéenici automatiziraju zbrajanje jednoznamenkastih
brojeva ¢iji zbroj nije veéi od 10 te pribrajanje jednoznamenkastog broja broju 10, slijedi
rastavljanje izraza na takve oblike, kao $to je navedeno u primjeru. Kasnije, kada zbroj vise ne

bude u drugoj desetici, rastavit cemo drugi (jednoznamenkasti) pribrojnik, npr.:

15+8 =15+ (5+3)
=(15+5)+3
=20+3
= 23

Kada i ove radnje automatiziramo, neke nove probleme mozemo rjesavati pomoéu njih. Curié
I Markovac (1984) savjetuju:
Pri obradi novog gradiva uvijek povezivati staro s novim, §to se postize
naglasavanjem zajednickih elemenata u starom i novom gradivu. Na primjer, pri
obradi zbrajanja 534 + 5 treba upozoriti da se rjeSavaju pomocu starog znanja 4 +

5, odnosno 34 + 5. Sli¢no vrijedi i za ostalo novo gradivo. (49)

Nekada ¢emo rastavljati oba broja s kojima operiramo, kao u ovome primjeru:

25+ 34 = (20 + 5) + (30 + 4)

= (20 +30) + (5 +4)

=50+9=59
Nacin rastavljanja brojeva, dakle, biramo ovisno o zadatku. Cilj je odabrati postupak koji ¢e
nas najbrze i najjednostavnije dovesti do rezultata. Kako bismo mogli uspjesno odabrati metodu
racunanja, potrebno je razumjeti koncepte i svojstva racunskih operacija. Medu prednostima
usmenog racunanja u odnosu na pisano, Marijan Koleti¢ navodi sljedecu: ,,pri usmenu

raunanju postoji veca i svjesna primjena aritmetickih zakonitosti 1 svojstava aritmetickih
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operacija“ (Koleti¢, 1967:151). Usvojenost svojstava te primjena zakona racunskih radnji
preduvjet su uspjeSnom usmenom racunanju koje vodi razumijevanju postupaka pisanoga
racunanja. Pomanjkanje razumijevanja koncepata raCunskih radnji 1 njihovih svojstava
uzrokuje formalistiCko usvajanje apstraktih postupaka pisanog ra¢unanja. Ucenicima koji ne
posjeduju konceptualna znanja o brojevima, aritmetickim operacijama i zakonima rac¢unskih
radnji zasigurno je problem raCunanje s mjesnim vrijednostima brojeva. Ti ucenici moraju
ovladati svakim korakom pisanoga racunanja, buduci da su oni strogo propisani te svako
odstupanje od istih moze voditi netotnom rezultatu. Uce li se ti koraci napamet, bez
razumijevanja navedenoga, jos ih je teze upamtiti i ispraviti eventualne pogrjeske u postupcima
ratunanja. Cak i toCan rezultat, koji je posljedica uvjezbanog postupka bez njegova
razumijevanja, sam je sebi svrha, ne pomaze daljnjem razvoju matematickih vjestina. U ovome
radu nisu detaljno objasnjeni postupci pisanoga racunanja jer nisu od posebne vaznosti za
sadrzaj rada. Primjena zakona racunskih radnji pokazana je na primjerima usmenog ra¢unanja,
dok ih kod pisanog racunanja ne primjenjujemo izravno, ve¢ su oni u pozadini operiranja s
mjesnim vrijednostima brojeva. Vazno je napomenuti da i kod pisanoga ra¢unanja postoji vise
nacina na koje moZemo pristupiti rjeSavanju (tablice, potpisivanje brojeva i sl.), medutim, svaki
od njih zahtijeva to¢no izveden odredeni algoritam. Pogrjeska pri izvrSavanju jednog takvog
algoritma, kao posljedica nerazumijevanja koncepata racunskih radnji i njihovih zakona,

prikazana je u sljede¢em primjeru:

372 - 465
1488
2232
1860
209808
Ovakvo rjesenje zadatka posljedica je nerazumijevanja zakonitosti na kojima se temelji pisano

racunanje, u ovome slucaju distributivnosti mnozenja prema zbrajanju. Pisanim ra¢unanjem

ovaj zadatak rastavljamo na sljedeci oblik:
372-(4-100+6-10+5) =372-(4-100) +372-(6-10) + 3725
=(372-4)-100+ (372-6)-10 + 372 5.

Ucenik koji rijesi zadatak kao u primjeru (u kojemu je dobio rezultat 209808) ne razumije
operiranje mjesnim vrijednostima te djelomi¢ne rezultate pogrjesno potpisuje jedan ispod
drugoga, pomic¢uci svaki novi za jedno mjesto ulijevo, umjesto udesno. Kad rezultate ne bismo

pomicali, ve¢ potpisivali znamenku ispod znamenke, pocevsi potpisivanjem znamenke jedinica
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jednog djelomic¢nog rezultata ispod znamenke jedinica drugog, to bi znacilo da smo prvi faktor
mnozili brojevima 4, 6, 5. Medutim, navedene znamenke predstavljaju mjesnu vrijednost
dekadskih jedinica, stoga je svaki od djelomi¢nih rezultata potrebno pomnoziti visekratnikom
odgovaraju¢e dekadske jedinice (kao $to je to navedeno iznad). Budué¢i da visekratnicima
dekadskih jedinica lako mnozimo dopisivanjem nula s desne strane, potrebno je voditi raCuna
o mjestu predvidenom za te nule. Stoga je, ako mnozenje po¢injemo znamenkom 4 te dalje
nastavljamo redom, potrebno svaki sljedeci rezultat pomaknuti za jedno mjesto udesno (jer
svaki put mnozimo deset puta manjim viSekratnikom dekadske jedinice, stoga nam je svaki put
potrebno jedno mjesto manje za nulu koju trebamo dopisati dobivenom djelomi¢nom rezultatu).
MnozZenje mozemo poceti od bilo koje mjesne vrijednosti faktora, ali moramo paziti na pravilno
potpisivanje preostalih djelomi¢nih rezultata. Sljede¢a pogrjeska pokazuje rjeSenje ucenika koji
je upamtio da se rezultati pomicu udesno, ali je to primijenio pogrjesno, buduci da je poceo

mnoziti od jedinica:

372 - 465
1860
2232
1488
209808

Evo nekoliko primjera kako se moglo izvesti ispravno pisano ra¢unanje:

372 - 465 372 - 465 372 - 465
1488 1860 1860
2232 2232 1488
1860 1488 2232
172980 172980 172980

Sharma (2001) istice da su strategije rjeSavanja zadatka vaznije od samog rezultata. One nam
pokazuju tijek uc¢enikova misljenja te nam pomazu otkloniti poteskoce koje se kod ucenika
pojavljuju. Pri obradi zakona rac¢unskih radnji valja na umu imati njihovu kasniju primjenu te
oprezno pristupiti njthovom poucavanju. Takoder, treba voditi raCuna o implementiranju
zakona racunskih radnji u ostale matematicke sadrzaje kako bi ucenici postigli automatizaciju
njithove primjene kad god ona predstavlja pomo¢ u rjeSavanju zadataka. Opcenito, sve
matematicke sadrzaje treba nastojati povezivati, ne poucavati ih izdvojeno. Ucenicima uvijek

treba ponuditi kontekst u kojemu mogu samostalno primjenjivati matemati¢ke principe.
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8. ZAKLJUCAK

U nastavi matematike vrlo je vazno da ucitelj metodic¢ki dobro prezentira svojstva racunskih
operacija te omoguci uéenicima da samostalno otkriju zakone racunskih radnji i potakne ih na
njihovu primjenu. Ne samo da ¢e na taj nacin ucenici lakSe do¢i do rjeSenja postavljenog
problema, ve¢ ¢e primjena ovih zakona ponekad biti jedini na¢in da dodu do rjeSenja. Zakoni
racunskih radnji omogucuju nam da novi matematicki problem rastavimo na one koji su nam
otprije poznati te primijenimo ve¢ provjerene metode. Ucitelj ima veliku ulogu 1 u ispravljanju
neispravnih analogija koje su o¢ekivane kod u¢enika tijekom usvajanja zakona ra¢unskih radnji.
Ucitelj zato treba osigurati kontekst za konceptualno razumijevanje zakona racunskih radnji.
Inzistiranje na toCnosti rijeSenog zadatka, uvjezbavanje tehnike racunanja bez provjere
razumijevanja koncepata vodi formalistickom znanju koje, pak, rezultira neuspjehom u nastavi
matematike. Cak ni savr§ena metodi¢ka priprema ne osigurava uéenikovu spontanu primjenu
zakona racunskih radnji. Ono ¢emu ucitelj treba teziti jest implementiranje ovih sadrzaja u

ostale, kad god je to moguce.

U ovome su radu predlozene aktivnosti za razvoj konceptualnog razumijevanja zakona
racunskih radnji. Buduéi da u udZbenicima i zbirkama prevladavaju zadatci zatvorenog tipa,
usmjereni ka proceduralnom znanju, bilo bi zanimljivo usporediti rjeSenja zadataka iz priloga
onih u¢enika s kojima ucitelji rade isklju¢ivo sadrzaje iz udzbenika i zbirki s onima uéenika ¢iji
ucitelji uvijek osiguravaju dodatne sadrzaje u obliku zadataka otvorenog tipa te zorno

demonstriraju matematicke zakonitosti.
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PRILOZI

Prilog 1. Zadatci za vjezbu: asocijativnost i komutativnost zbrajanja

U kruzi¢ upisi jedan od znakova <, >, =.

25 +13 + 18 O 25 + 18 + 13
16+(4+24)Q (16 +24)+ 4
34 + 48 — 15 O 48 + 34— 15

60+ 50 -6 Q 60 +6— 50

40 — (20 — 15)@ (40 —20) — 15

. Ana je nacrtala trokut i njegove vrhove oznacila slovima A, B i C. Ovo su duljine stranica koje

je izmjerila ravnalom: |AB| = 5c¢cm, |BC| = 8 cmi |AC| = 6 cm. Stranice Antonijevog trokuta

imaju ove duljine: |[AB| = 6 cm, |BC| = 5 cm i |AC| = 8 cm. Ciji trokut ima veéi opseg?

Na crtu upisi odgovarajuéi broj.

34+__ =78+ 34

22+ (31+38)=(22+ ) + 38

43 —(_ +12) =43 — (12 +22)

. Napisi 5 brojeva koji bi mogli stajati u kvadraticu.

34+29+19 <

+19 + 34
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Prilog 2. Zadatci za vjezbu: asocijativnost i komutativnost mnoZenja, distributivnost
mnoZenja prema zbrajanju

Usporedi:

3+5+7)-8 Q 3+5+7-8

12-8+5-13 Q 5-13+8-12

17-24-5 Q 4-17-5-6

. Izradunaj: 2 + 3 + 5. Sto ¢ée se dogoditi sa zbrojem ako svaki od pribrojnika uveé¢amo tri puta?

. Jedan par paralelnih stranica kvadrata produljen je za 5 cm, a drugi je par produljenza 2 cm i
tako je nastao pravokutnik &ija je povrsina za 31 cm? vecéa od povriine pocetnog kvadrata.

Kolika je stranica tog kvadrata?

. IzraCunaj:

244+6+8+-+100 =

Obitelj Flori¢ uzgaja krizanteme, ruze i tulipane. Prosle su godine prodali cvije¢e u ukupnoj
vrijednosti 275000 kn. Cijena jednog tulipana je 8 kn, krizantema je jednu kunu skuplja od
tulipana, a ruza je jednu kunu skuplja od krizanteme. Koliko su ukupno prodali svih cvjetova
ako je tulipana prodano dvostruko vise od krizantema, a ruza trostruko viSe od krizantema?
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